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NOUVELLES AlALES 

DE 

HATHËMATIQUËS. 



THHBMIS n M. STKmU SUK LKS CONNUS IN8CIITKS 
A UN TRUNGLE {*); 
P*B H. MENTION. 

1 . Xous II0U8 servirons des noialions employées dans 
les relations d'identité. Soit 
(i) A/' + Bxr+C*'+D/-f-Ex + F = o 

r^uation d'une conique où y est l'angle des axes; 
L = AE' — BDE + CD' + F(B' — 4 AC), 
S = r=E.-4CF, ^ = -, = .BF-DE. 

1^=/ = D'-4AF. ^=^ = ,CD_BE. 

^=X==,AE-BD, lt = „ = B'-4AC, 

n 

N = A + C~ BrtiS7. 
^!^ — pëgale la somme algébrique des carrés des demi-axtis. 

(•] Cet >rlick ■ pr«céd« «lui do ioiii« VIII, 
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2. Soit ABC nn triangle; 6xo)is l'origine en A, et 
prenons AB pour axe des x et AC pour axe des )-. Soil 
j^ -\- ex -\-J'= o l'équadoa de la droite BC , « < j3 étant 
tes coo ■'données du point d'intersection des trois hauteurs ', 
on a 

e \ sin'Y /' " f \ sin'7 ^ 

3. Lemme. Le lieu des centres d'une conique inscrit*; 
dans un triangle donné, et dont la somme algébrique des 
carrés des axes est constante , est une circonférence ayant 
pour centre le point de rencontre des trois hauteurs du 
triangle. 

Démonstration. Soient ABC (n°3) le triangle donné, 
et (i) l'éqnation de la conique inscrite; 4<{'* '^ somme 
algébrique constaute des demi-axes; la conique toucbant 
les axes, on a . 

l = l' = o. 

Toucbant aussi te côté BC , on a 

(a) — iie/n-<n/' + 3/t'+-2>* = o (t. II, p. 108), 

■ ei 

Les relations d'identité donnent 

*' = 4AL, A'- = 4CL, U'-t-»i/i= — 2BL (t. I",p. 490). 

Faisons 



t et H sont les coordonnées du centre de la conique, AiuM 
il — -il - — - 



by Google 



(7) 



ÉlimiiuDl — entre cette dernière équation et l'équa- 
tion (3), il vient 



équation d'un cercle ; les coordonnées du centre sont a 
et p du S 2. C. Q. F. D. 

Remarque 1. Si la conique est un cercle inscrit au 
triangle, alors le rayon du lieu est ^al à la distance du 
point de rencontre des hauteurs au centre du cercle inscrit, 
distance dont nous avons donné l'expression (lome V, 
page <jo3). 

Hemarque U. R ciant le rayon du cercle circonscrit 
au triangle ABC, le carré du rayon du lieu, dans le cas 
général, est 4(I^'cosA cosB cosC + t{'*)> 

Corollaûv. Si i^ =; o , les coniques deviennent des 
hyperboles équîlatères , d'où : 

Théorème. Le lieu des centres des hyperboles équûa^ 
tares inscrits à an triangle est une circonférence dont le 
centre est au point de rencontre des hauteurs. 

Le carré du rayon de cette circonférence est — ^r~ ; 

les d sont les distances du point de rencontre des hau- 
teurs aux trois sommets. 
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Remarque III. Le centre d'une conique tangente a 
quatre droites, et dont la somme algébrique des catrës 
des axes est donnée , sera donc fourni par l'intersection 
de quatre cercles ; mais , les centres de ces cercles étant en 
ligne droite, ils oot udë coi-de commune. D'ailleurs, 
d'après le théorème de Newton , le centre de la conique se 
trouve sur la ligne joignant les milieux des trois diago- 
nales du quadrilatère complet j donc ; 

TaÉORkxB. Dans tout quadrilatère, la droite des 
points de rencontre des hauteurs, dans les quatre trian- 
gles formés par les côtés du quadrilatère, est perpendt- 
culaire à la ligne qui passe par les milieux des dia- 
gonales. 

4. Lemme. Le lieu des centres des coniques inscrites 
dans un triangle donné, le produit des axes étant 
eonsunt, est une, ligne du troisième degré. 

Démonstration. (Vojr tome IV, page 491 •) 

5. Théorème. Dans un triangle donné, on ne peut 
inscrire que six coniques égales à une conique donnée; 
les six centres sont à égide distance du point de ren- 
contre des hauteurs du triangle. Steiher. 

Démonstration. C'est une conséquence immédiate des 
deux lemmes III et V. Un cercle ne peut rencontrer une 
ligne du troisième d^ré qu'en six points. 

6. Théorème. j4 une conique donnée, on na peut 
circonscrire que six triangles égaux à un triangle donné ; 
les six points de rencontre des hauteurs sont à égale 
distance du centre de la conique. Steirek. 

Démonstration. Soit T, un triangle ^al au triangle 
donné et circonscrit à la conique donnée Ci- Dans le 
même triangle T,, on peut inscrire cinq autres coniques 
Cl , Ci , C( , C| , C« , égales chacune à la conique C, (n" 3) . 
Considérons isolément le triangle T, avec chacune des 
cinq dernières coniques; nous pourrons placer ces cinq 
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coniques sur la couique Ci, qui aura alors six triangles 
circonscrils égaux à T,, et dont les points de rencontre 
des hauteurs sont à distances égales du centre de la co- 
nique. C. Q. F. D. 

7. Lorsque e =: o, le triangle se transforme en deux 
parallèles coupées par une sécante. Les lieux géométrique» 
n°* 3 et 4 se réduisent à nne droite paraître située à 
^ale distance des deux parallèles, comme cela doit être. 
Le nombre des solutions du théorème n" 5 se réduit à 
deux. 

8. La ligne des points de rencontre des hauteurs 
(Remarque T3I) est la directrice de la parabole inscrite 
auquadrilatère (tome VII, page 353). La ligne des milieux 
est un diamètre de cette parabole; ce qui démontre le 
théorème de la Hemarque III. 



PMiLÉIIB BB TÉTUGONONÉTRIS PIANB. 



1. PaoBLÈME. Trouver une relation entre les quatre 
côtés et les deux diagonales d'un quadrilatère plan. 

Solution. Soient a, b, c, d les quatre c6lés consécu- 
tifs; e, yies deux diagonales. 
Faisons 

P = 3«'A'-|-aa'e'-f-2*'c' — a' — i' — e" 
Q = ac'd' + 2c'e'-j- 2</'e=— c* — d' — c< 
K = 2fl'd'-Ha<i'/' + arf'/'— a' — rf'— /' 
S = 26' c' + 2*'/'+ ac'/'— t' - <-■■ — /' 
■ les deux expressions de Taire du quadrilatt^re donnent la 
relation 

^P + ^Q = ^K -h v^S- 
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Faisant disparaître les radicaux , on obtient 
[P' + Q' + R' + S' — a ( PQ -I- PR + PS -+- QR + QS + RS) ]' 
= 64PQRS; 

chaque terme est du seizième degr^ , mais sans exposants 
impairs (*). 

Semanfue. Ce problème a été traité par Goldbacb 
(Correspondance maûtématûfiie , t. I, p. 73; 1736). 

2. Pour le trapèze, a et c étant les bases, on obtient 

et cela à l'aide du théorème d'Euler, que la somme des 
carrés des quatre côtés d'un quadrilatère est égale à la 
somme des carrés des diagonales , plus le carré de la 
double distance des milieux des diagonales. 

3. Soit ABCD le quadrilatère. On donne les c6tés AB , 
BC, CD, DÀ et la diagonale BD; il s'agit de troaver la 
diagonale AC. Projetons A et C en A' et C sur la diago- 
nale BD; on peut calculer AA', CC, A'C en fonction des 
données, et l'on a 

c'est la solution de Goldbach. 



217. Soient M un point pris sur une conique, Ile point 
où la normale en M rencontre l'axe focal FF' -, élevons 
en 1 une perpendiculaire à la normale MI, et soit K le 



C) '•' 


«„..,,.™n,»,Kl..o, 


1 tomTB l'cqnation si 


liT.nlc 


'■/■(. 


• + r)-.'/'(«'-f 


t.'-n' + J') + .. 


>'-J') ('•-.') 


+/•(.' 


_l.)(J. -,■) + (.. 


-•' + ''-J')C' 


f--*'d.) = 0. 
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point où cette perpendiculaire coupe le rayon vecteur MF; 
ferons en K une perpendiculaire à ce rayon vecteur, et 
»it C le point oà cette perpendiculaire coupe la nor- 
male MI ; MC est le rayon de courbure en M. 

(Pai;l Se&ret. ) 

218, Si l'on substitue r* au lieu du rayon vecteur r, 
et au au lieu de l'angle polaire &>, il est évident qu'on 
transformera l'équation d'une section conique, rapportée 
au foyer, dans celle d'ime autre , rapportée au centre. 

La substitution correspondante, dans la géométrie 
spbërique, consiste à mettre, dans l'équation d'ime 
courbe entre les coordonnées polaires sphériques /> et u, 

^ — I ( tang— pi an Heu de tang-^, et ato pour w, 

D'après cette transformation, l'équation d'une spbéro- 
conique , rapportée au foyer, deviendra celle d'une antre, 
rapportée au centre. 

On sait aussi qu'un cercle , par la substitution dont il 
s'agit, sera transformé dans une cassînoïde, l'origine 
étant un point dilTérent da centre. D'une manière ana- 
logue, nn petit cercle sar la surface d'une sphère sera 
transformé, par notre formule, dans nne cassinoïde 
sphérique. (Stxebor. ) 

âl9. Si Ton coape par nn plan deux angles solides 
trirectangles ayant même sommet, les six points d'inter- 
section des arêtes avec le plan sont sur une même 
conique. (Steiner. ) 

330. Mâmes données; les six faces des deux angles 
solides touchent nn même c6ae du second degré. 

(Steiner.) 

221. Soit ABCD un parallélogramme; menons par 1<- 
point A une transversale quelconque coupant BC en a et 
CDen<i|. Le recUngle aB.a,D-est constant. (Steikeb.) 
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Sââ. Soient AOB , AO' B deux triangles rectangles en 
O et O' , I étant un point quelconque pris sur l'hypo- 
ténuse ABî le produit tang lOA . tang 10' B est constant. 

{Stbiher.} 



SUR LB CALCUL DK ir AVBC 2M DÉCIIULII8; 

Paa m. ZACHA.aiAS DAHSE. 

(Journal de M. Crelle, I. XXVIl, p. 196; iB4j.) 

M. Dahse, de Hambourg, est le calculateur (le télé le 
plus extraordinaire qu'on connaisse. Après avoir paN 
couru le nord de l'Allemagne, il vint, en i84oi à Vienne 
pour donner des preuves publiques de son prodigieux 
talent. Les l'ecettes ne couvrirent pas les frais , et sans 
quelques protecteurs, il n'aurait pu rester à Vienne. II 
suivait les cours de mathématiques élémentaii-es de 
M. Schulz Strasznickj, à l'Institut polytechnique. Ce 
professeur, voulant faire profiter la science de ce talent 
colossal, employé à des supputations colossales sans but, 
l'engagea de calculer 7t. Parmi les diverses formules , 
M. Dahse choitit celle-ci : 

t III 

-; « ^ arc tang — h arc tang g + arc lang ■= » 

et il trouva de tête les aoo chiffres suivants : 

3,i4i5(} a6535 89793 i3846 26433 83279 S018S 4 1971 
69399 37510 582^*9 74944 59230 78164 o6a86 20899 
86280 34825 34211 70679 82148 oâ65i 33823 06647 
09384 46095 5o582 23172 53594 08128 481 <■ 74502 

84102 70193 852II 05559 (>44^2 394% M930 38196 
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Les 1 56 premiei's chiffres s'accordent avec un calcul 
déjà publié en iSaa (Thibaut, Traité des Mathéma- 
tiques pures; 4' ^ition en allemand). Cela garantit 
l'exactitude des chifîres restants. On voit que les quatre 
derniers des i4o chiffres de Véga sont fautifs; au lieu de 
a6i36, ilfautaSija. 

M. Dabse a mis à peine deux mois à faire ce calcul. 
M. le baron de Kuhbek, chef éclaire des finances, en 
ayant entendu parler, donna à ce jeune homme, unique- 
menldans l'intérêt des sciences, une plaoedans les chemins 
de fer, qui ne lui prend que cinq heures par jour. 
M. Schulz avait proposé d'employer cette faculté admi- 
rable à calculer des Tables de fonctions elliptiques. On 
ne sait ce qu'il en est advenu. 

Ludolph van Keulen (mort en i6io) a le premier 
calculé ao chiffres de tc, dans un ouvrage hollandais i 
Van tien Cirkel. . . iloor Ludolph voit A'eu/c/i;Delft, 1 696; 
in-folio. Sous le portrait de l'auteur, on voit un cercle, 
et sur le diamètre l'unité suivie de ao zéros ; sur le demi- 
cercle supérieur, ou a mis 3 avec ao chiffres à droite; à 
côtédudemierchiffrefi, onlille motte cort, trop court; 
et sur le demi-cercle inférieur, on a mis 3 avec les mêmes 
chiffres , à l'exceptioD du dernier, qui est 7, et à c6té, te 
lanh, trop long. Un autre ouvrage intitulé : Ludolpki a 
Ceulen de circulo et adscriptis. . . e veniaculo latina 
fecit et notis illustrauitïf^illebrord. Snellius ; R. F.; 
Leyde, 1619, in-4"t contient le rapport avec le même 
nombre de chiffres. Mais c'est ■ tort que la Biographie 
unit^rselie donne cet ouvrage comme une traduction de 
l'ouvrage précédent. Le troisième ouvrage de Ludolph 
est encore en hollandais : De Aritmetische en Geome- 
trische fondamenten ; van M. Ludolph van Keulen; 
Leyde, 1616^ in-folio. Là, il annonce que l'idée lui est 
venue de pousser plus loin l'approximation, avec le se- 
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cours de son disciple Pietcr (Wnelitz. Il donne le rap- 
port avec 32 décimales , et noa avec 35, coatiue dit Mou- 
tucla ; le dernier chiffre o est trop faible, et i trop fort. 
C'est ce dernier ouvrage qui a été traduit sous ce titre : 
Fatidamenta Arithmetica et Geometrica in latinum 
translata a WiJl. SnelUo ; R. F. Lugd.-Bat., i6i5. La 
traduction a paru une année avant l'origioal. Van Keu- 
lensigniâer^ Cologne^ d'où la famille était originaire. 
Les emblèmes qui entourent l'image de l'auteur semblent 
indiquer un maître d'armes. £n effet, Ludolph ayant 
engagé Scaliger, dans l'iotérët de sa réputation , de sup- 
primer sa fameuse Cjclometria, l'orgueilleux et irascible 
érudit ne daigna pas lui répondre et se contenta de l'ap- 
pel.rPas',;. 

Suellius, dans sa Cyclométiie, publiée en 1631 , dit que 
Ludolph a poussé l'approximation jusqu'à 34 cbilTres, le 
dernier étant 8 trop faible, ou 9 trop fort, et qu'il a fait 
mettre cette limite sur sou tombeauj mais on ne la trouve 
pas daus ses ouvrages. 

Lagny a calc^é avec 127 chiffres {Mémoires fie l'jica~ 
demie de Paris, 1719), et Véga avec i4o clû£fres;<il a 
trouvé que le 113" chiffre de Lagny étqit fautif. 



PltOGRAMMB l'flN COURS M MECANIQUE fofilUNTAIRE; 

Pam m. C.-E. PAGE. 

1 . La mécanique est la science des mouvements et des 
forces. On entend par force la cause , quelle qu'elle soit, 
qui imprime on tend à imprimer du mouvement au qoi-ps 
auquel on la suppose appliquée. 

Rien que les corps soient toujours mis 
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par l'action des forces , néanmoins lu mouTement en lui- 
même, c'cst'à--<Kre le simple fait du changement dea si- 
tuations respectives des différents points d'an système, 
peut £trc considéré indépendamment des forces qui le 
produisent; dans ce cas, son étude appartient à la gécnné- 
trie. Mais si, tout en faisant abstraction des forces, on 
fait entrer en considération te temps dans lequel le muu- 
vemeut s'accomplit, c'est-à-dire si l'on introduit l'idée 
des vitesses étrangères à la géométrie pure, on a une 
science distincte formant une première branche de la 
mécanique, et â laquelle Ampère a donné le nom de ciné- 
matifjne. 

Du mouvement. 

2. Noos disons qu'un corps est en mouvement lorsqu'il 
change de situation par rapport à un système supposé 
fixe; mais ce système lui-m£me peut avoir un mouvement 
qui nous soit inconnu, ou dont nous fassions abstraction. 

Lorsque les dilTéreots points d'un système sont liés 
entre eux d'une manière fixe , comme les différents points 
d'un corps solide par exemple, on peut supposer que 
ces points sont rapportés à trois axes rectangulaires par 
rapport auxquels les coordonnées de chaque point restent 
tout à fait invariables. Il est bien évident que, pour con- 
naître le mouvement de tout le système, il suffira de 
connaître le mouvement des trois axes auxquels il est 
rapporté. 

Lorsqu'un système de trois axes rectangulaires »e meiil , 
il peut arriver que chacun de ces axes reste constamment 
parallèle à sa première direclion , que le système se meuve 
d'ailleurs en ligne droite ou en ligne courbe : dans ce cas. 
on dit qu'il y a mouvement de translation seulement ; 
ou bien, il peut arriver que chacun des axes ne reste 
pas constamment parallèle à une même direction: dans 
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1-e cas, il y a mouvenimit de rotation. 11 t'st L'Xtt-èmement 
imporUntcIe se faire une idrâ claire de ces deux espèces 
de mouvement. 

Dans le mouvement de translation , tous les points du 
système parcourent à cliaque instant des lignes égales et 
parallèles; par suite, le mouvement de tout le système 
est complètement déterminé quand on connaît le mouve- 
ment d'un seul de ses points. Nous commencerons donc 
par nous occuper du mouvement d'un point. 

3Iouvement rectiligne uniforme. 

3. Le mouvement le plus simpje que nous puissions 
concevoir est celui d'un point qui suit une ligne droite, 
et qui parcourt des longueurs égales pendant des temps 
égaux. Ce mouvement est dit rectiligne et uniforme. 

Lorsque deux points se meuvent d'un mouvement rec- 
tiligne et uniforme, et que les longueurs parcourues 
par chacun d'eux séparément pendant le même temps, ne 
sont pas égales, on dit qu'ils ont des vitesses diff<érentes. 
Le rapportdeccs vitesses est justement le même que celui 
des longueurs parcourues pendant le même temps. 

Pour comparer les vitesses entre elles, il faut prendre 
une certaine vitesse pour unité. Si l'on prend pour unité 
la vitesse du point qui parcourt l'unité de longueur 
pendant l'unité de temps, une vitesse quelconque aura 
pour mesure Ja longueur parcourue pendant l'unité de 
temps. 

Il résulte de la définition même du mouvement uni- 
forme que les chemins parcourus sont proportionnels 
aux temps employés à les parcourir ; de sorte que si l'on 
représente par v ta vitesse d'an point, cVsi-À-dire la 
longueur parcourue pendant l'unité de temps, on aura, 
pour le chemin x parcouru pendant le temps i. 
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On peut, au moyen d'une ligne droite, représenter en 

grandeur et en direction la vitesse dont un point est 

On peut encore déterminer par une construction gra- 
phique )e chemin parcouru pendant un temps t; pour 
cela, sur une droite indéSnie OX (PI. I ,fig- t), à partir 
d'un point fixe O, portons une longueur OT, tpii con- 
tienne Tunité de longueur autant de fois que le temps t 
contient l'unitt^ de temps j par le point O, élevons une 
perpendiculaire Om égale à la vitesse c, et construisons 
nn rectangle sur ces deux droites : nous aurons, pour la 
surface de ce rectangle , 

Om.m = <-.t. 

Donc le rectangle contient l'unité de surface autant de 
lois que le chemin parcouru contient l'unité de longueur. 

Composition des vitesses. 

i. Le» deux axes ox, oy{fig. x), formant un système 
mobile, se meuvent d'un mouvement de translation, 
c'est-à-dire en restant constamment parallèles à eux- 
mêmes dans le plan des axes fixes OX , OY. Le mouve- 
ment est rectiligne et uniforme-, la vitesse est représentée 
en grandeur et en direction par la droite OC. Un point 
mobile placé en A est animé, par rapport aux axes mo- 
biles ox, oy, d'une vitesse représentée en grandeur et en 
direction par la droite Aq ; cherchons quelle est la vitesse 
da point mobile par rapport au système fixe. 

En vertu de la vitesse du systénke , le point A parcou- 
rant pendant l'unité de tempe une droite hp ^ale et pa- 
rallèle à OC , la droite A^ se trouve transportée parallè- 
lement à elle>mëme ea pYi. , et le point mobile parcourant 
cette droite se trouve en R. Les chemins parcourus pa- 
rallèlement à ktf sont évidemment dans le même rapport 

Aim. de Halkrmat., t. IX. (JaDvIœ l85o.) 3 
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que ceux parcourus suivant Aq; d'où ij suit que le point 
mobile reste consUmmenl sur la droite AR, qui repré- 
sente en grandeur et en direction la vitesse r^sulunte. 
Les deux vitesses Ap et Aq se nomment vitesses compo- 
santes. La résultante serait exactement la même en sup- 
posant le système animé de la vitesse A(^, et le point animé 
de la vitesse Ap, Le point mobile peut être considéré 
comme animé de deux vitesses ayant des directions ditTë- 
rentes. 

Ou a donc ce théorème fondamental : La résultante de 
deux vitesses est représentée en grandeur et en direction 
par la diagonale du parallélogramme construit sur les 
vitesses composantes. 

On peut supposer le point animé d'autant de vitesses 
dilFérentesquel'on voudra. Four cela, il suffit de concevoir 
un second système animé d'une certaine vitesse par rap- 
port au premier, et ainsi de suite. En substituant à deux 
de ces vitesses leur résultante, on aura une composante 
de moins; en continuant de la même manière, on finira 
par obtenir la résultante de toutes ces vitesses. 

La construction et la dénions tration sont exactement 
les mêmes en supposant les vitesses dirigées d'une ma- 
nière quelconque dans l'espace, au lieu d'être dans un 
même plan . 

U est facile de démontrer que la résultante de trois 
vitesses, dirigées d'une manière quelconque dans l'espace, 
est représentée en grandeur et en direction par la diago- 
nale du parallélipipède construit sur les trois vitesses 
composantes. 

Par la même raison qu'on peut composer trois vitesses 
en une seule, on peut décomposer une vitesse en trois 
autres. On a coutume de faire cette décomposition suivant 
trois axes rectangulaires: chacune des composantes est la 
projection de la résultante sur l'axe correspondant. 
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Mouvement vaiié. 

S. Dans le mouvement uniforiDC, la vitesse reste 
constante ; mais on peut très-bien concevoir qu'elle cliatige 
pendant le mouvement et varie suivant une certaine loi 
avec le temps. Quand deux quantités sont ainsi liées entre 
elles, de manière que lorsqu'une d'elles varie, l'autre va- 
rie aussi , on dit qu'elles sont fonction l'une de l'autre. 
Nous supposerons donc la vitesse fonction du temps, et 
nous chercberons la solution de ce problème : Étant don- 
née la loi suivant, latjuelle la vitesse varie en fonction 
du temps, déterminer les chemins parcourus à chaque 
instant. 

Pour cela , sur une droite io6nie aX IJtg. 3), à partir 
d'un point fise a , portons des longueurs proportionnelles 
aux temps (en prenant une unité de longueur pour chaque 
unité de temps) ; par le point a élevons une perpendicu- 
laire ab, justement égale à la vitesse du point mobile à 
l'origine du mouvement; puis, supposons que cette per- , 
pendiculaire glisse le long de la droite aX , en variant de 
longueur suivant la même loi que la vitesse. 

L'extrémité de la perpendiculaire mobile décrit une 
certaine ligne courbe, dont la forme représente la loi 
suivant laquelle la vitesse farie, et la perpendiculaire 
elle-même engendre une portion de surface comprise entre 
la droite aX et la courbe iJ'i",-.. quïest justement égale 
au chemin parcouru pendant le temps correspondant. 

En ejiet, supposons que la vitesse, au lieu de varier 
d'une manière continue, reçoive des accroissements bms- 
ques à des intervalles sensibles , le mouvement sera uni- 
formelentre deux accroissements consécutifs, et le chemin 
pareouru pendant lui de ces intervalles sera représenté 
par la surface d'un petit rectangle ayant pour base la 
longueur qui représente l'insUnt correspondant, et pour 
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liauteitr U perpeudiculaire qui représente la vitesse au 
commencemeat de cet instant. Le chemin lot^l parcouru 
pendant un certain nombre de ces instants sera représenté 
par la sonune des rectangles correspondants. 

n est facile de se convaincre que plus les intervalles 
qui séparent les accroissements successifs deviennent 
petits, plus la somme des rectangles qui représente 
le chemin parcouru s'approche de se confondre avec la 
surface terminée par la courbe; d'où l'on peut conclure 
qu'A la limite, lorsque la vitesse varie d'une manière con- 
tinue , le chemin parcouru se trouve rigoureusement 
représenté par cette surface. 

La question se trouve donc ramenée à mesurer la por- 
tion de surface limitée par deux perpendiculaires extrêmes 
et comprise entre la droite et la courbe. 

Quelquefois la nature de la courbe permet d'obtenir 
une expression rigoureuse de cette mesure; mais, dans 
tous les cas, on peut la calculer avec autant d'approxima- 
tion qu'où veut. 

Soit abh^a^ {fiS- ^) '^ portion de surface à mesurer : 
on divise la base aa^ en un certain nombre de parties 
égales ; par chaque point de division , on élève une per- 
pendiculaire. Chaque petit arc de courbe compris entre 
deux perpendiculaires peut être considéré comme une 
droite; par suite, chaque portion de surface peut être 
considérée comme un trapèze. On a donc pour la sonmie 
de ces trapèzes 

Il est évident que cette expression est d'autant plus appro- 
chée que l'intervalle aa' est plus petit. 
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Mouvement uaiformémertt varié. 

6. Le cas le plus simple du mouvement varié est celui 
dans lequel Uvitessecroit proportionnellement au temps. 
Ce mouvement est appelé uniformément varié. 

Soit OX {fig. 4) la droite sur laquelle on porte des 
longueurs proportionnelles aux temps : à l'origine, la vi- 
tesse est nulle ^ au bout d'une seconde, elle est représentée 
par la perpendiculaire ab^ que nous appellerons g; au 
bout de deux secoudes, elle est r^g, etc. Enfin , au bout 
du temps T, on a pour la vitesse acquise 

Puisque la perpendiculaire varie proportionnellement au 
temps, son extrémité engendre ta droite o^r, et le chemin 
X, parcouru an bout du temps T, a pour mesura la sur- 
face d'un triangle dont la base est égale à T et la hauteur 
à V : donc 



7. Par conséquent , dans le mouvement uniformément 
varié, Je chemin parcouru au bout d'un certain temps T 
est égal au chemin parcouru pendant le même temps avec 
une vitesse moitié de la vitesse acquise an bout de ce 
temps. De plus, les chemins parcoiu'us sont entre eux 
comme les carrés des temps employés à les parcourir. 
C'estce qui résulte immédiatement de ta construction. En 
effet, les chemins x et sd, correspondants aux temps T 
et T', sont représentés par les siufaces des triangles sem- 
blables dont T et T' sont les bases , et ces surfaces sont 
tomme les carrés des bases- 
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11 est faciJt: de voir que si, à l'origine, la vitesse, au 
lieu d'être nulle , était égale à V, on aurait 

^ = V + g'T, x = n + ^gT. 

Si, au lieu d'être croissante , la vitesse était décroissante, 
on aurait 

y = V-gT, 



Mouvement curviligne. 

8. Lorsqu'un point est animé d'un mouvement varié 
par rapport à un système mobile , et que ce système est 
lui-même animé d'un mouvement uniforme ou varié 
par rapport à un système fixe, le point décrit une ligne 
courbe. 

Par exemple , le système mobile ox , or (fig- 5) est 
animé, par rapport au système fixe OX , OY, d'un mouve- 
ment recuUgne et uniforme \ la vitesse est représentée en 
grandeur et en direction par la droite OK. Un point mo- 
bile, primitivement ïitué en A, est animé, par rapport au 
système mobile ox , o^, d'un mouvement uniformément 
varié, dirigé suivant Af ; la vitesse^, acquise au bout 
de l'unité de temps, étant égale à A^, chercbobs le che- 
min décrit par le point mobile par rapport au système 
fixe. 

En vertu du mouvement uniforme du système, le point A 
parcourt sat la droite AZ , parallèle à OK , des longueurs 
proportionnelles aux temps. La droite Kq se trouve trans- 
portée parallèlement à elle-même, tandis que le point 
mobile parcourt sur cette droite des longueurs propor- 
tionnelles aux carrés du temps. Il s'ensuit que les dî»- 
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UDces A'^', A'^", etc., mesurées paiallëtement à Af, 
sont entre elles comme les carrés des dislances AA', 
AA', etc., mesurées sur AZ. Cette condition suffit pour 
déterminer la courbe, et la fait recomiaitre poqr une 
parabole. 

Il serait facile de multiplier les exemples de ce mode 
de génération des courbes. 

De ta tangente. 

9. Lorsqu'un point se meut en ligne courbe, sa vitesse 
change à chaque instant de direction. Cette vitesse est la 
résultante des vitesses dont le point est animé. Par consé- 
quent, on peut la construire quand on connaît le mode de 
génération delà courbe. La droite qui indique la direc- 
tion de la résulunte est la tangente. De là résulte un 
moyen commode de construire la tangente. Cette con- 

' stnictiou est connue sous le nom de méthode des tan- 
gentes de Roberval. 

Dans la courbe que nous venons de déterminer, 
construisons la tangente au point m {fig- 5); la vitesse du 
point mobile suivant me , parallèle à AZ , est constante et 
^ale àOK.La vitesse suivant mA, parallèle à Aq, est 
double de mi\ car nous savons que, dans le mouvement 
uniformément varié , la vitesse acquise est représentée 
par une longueur double du chemin parcouru (7). 
Construisons le parallélogramme sur les droites mi et 
mb\\» diagonale ;nR est la tangente. 

Moufentent de rotation. 

10. Le mouvement de rotation le plus simple que nous 
puissions concevoir est celui d'un système qui toum« 
autour d'un axe Gxe OZ {fig- d). 

Chaque pointdécrit une circonférence dont le plan est 
perpendiculaire à l'axe et le centre situé sur cet axe. 
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Lorsqu'un point se meut en ligne courbe, sa vitesse est 

constamment dirigée suivant la tangente à cette courbe 

. Par conséquent, la vitesse d'un point quelconque A du 

système est dirigée perpendiculairement au rayon OA et 

à l'axe OZ, 

Tous les points, étant liés entre eux d'une manière 
invariable, décrivent à chaque instant des arcs sembla- 
bles. Comme leurs vitesses sont dans le rapport des arcs 
qu'ils décrivent en même temps, et que ces arcs sont dans 
le rapport des rayons, il s'ensuit que les vitesses de s 
différents points sont entre elles comme les distances de 
ces points à l'axe. 

11 suit de là que si l'on représente par u la vitesse du 
point dont la distance à l'axe est égale à l'unité de lon- 
gueur, on aura r.u pour la vitesse d'un point dont la 
distance à l'axe est r. 

Cette vitesse u du point dont la distance à Taxe est 
égale k l'unité se nomme vitesse angulaire, 

La rotation autour d'un axe Hxe est parfaitement déter- 
minée pour un instant donné, quand on connaît la vitesse 
angulaire correspondante et le sens de la rotation, 

La vitesse angulaire s'indique en portant sur l'axe, à 
partir d'un point fixe O, une longueur proportionnelle à 
cet axe. IjC sens de la rotation s'indique par le sens dans 
lequel on convient de porter celte longueur comme posi- 
tive â partir de l'origine. Ainsi, par exemple, on con- 
viendra qu'en se supposant placé suivant l'axe , les pieds 
à l'origine, les points du système doivent paraître marcher 
de droite à gauche. 

D'après cette convention , les longueurs étant comptées 
comme positives du point O vers le point Z, le mouve- 
ment aurait lien dans le sens indiqué par la flèche. Pour 
indiquer une rotation en sens contraire, il sufHrail d<- 
porier l'axe en sens contraire suivant OY. 
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Composition des vitesses angula/ns , axe instantané, 
H. Supposons qu'un corps tourne autour de l'axe 
oplfig. y) avec une vitesse aa^aire u proportionnelle 
k la longueur o/>, tandis que le plan poq tourne autour 
de l'axe oq avec une vitesse angulaire tù' proportionnelle à 
la longueur of , de sorte qu'on ait 



Cherchons quelles sont les vitesses des difierents points 
du système. Pour cela, considérons un de ces points m 
au moment où il passe dans le plan poq; abaissons sur 
les axes les perpendiculaires mb et ma. 

En vertu de la rotation autour de l'axe op, le point m 
est animé d'une vitesse mb.tà perpendiculaire au plan 
poq. En vertu de la rotatibn autour de l'axe og, le point 
m est animé d'une vitesse ma .'u' perpendiculaire au plan 
poç^ de plus, tant que le point m est situé dans l'angle 
pot], ces deux vitesses sont dirigées en sens contraire. 
On a donc , pour la vitesse du point m , 

Cette vitesse est nulle lorsque les perpendiculaires mb et 
ma sont en raison inverse des vitesses angulaires. Or il 
est facile de voir que le lieu des points qui satisfont à 
cette condition est la diagonale OR du parallélogramme 
construit sur les axes op et oq. 

En eflFet , du point R abaissons sur les axes les perpen- 
diculaires Rj et RG ; les triangles semblables nous donnent 

Ri : R^ '.'. oq '. op '.', u' : m, 
donc 

H..»-Rff.«' = o. 

Les perpendiculaires abaissées d'un point quelconque de 
ta diagonale, indéfinimenr prolongée, sont dans le même 
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rapport ; donc , tous les points situés sur la direction dt.' 
cette diagonal» ost une vitesse nulle. 

Tous les points situés sur une m£me droite parallèle à 
la diagonale OR ont des vitesses égales et parallèles : eo 
effet , par le point m menons nid parallèle à OR ; par 
le point d, où elle rencontre l'axe op, menons àc paral- 
lèle à 01} : nous aurons 

d'où, pour la vitesse du point m, 

= me. a' — mb.tt + ca.u'. 
Or, à cause <Iea triangles semblables, et d'après ce qui 
vient d'être démontré , ou a 

donc 

La longueur ca reste évidemment la même pour tous 
les points situés sur ni(t. 

Deux points situés à des distances égales de part cl 
d'antre de la diagonale ont des vitesses égales et dirigées 
en sens contraire. 

En eflct, considérons un point n de l'axe op (fig- 8) 
et un point m du corps mobile au moment où il rencontre 
l'axe 09; prenons les distances om et on proportionnelles 
aux axes, de sorte qu'on ait 

Les perpendiculaires rnt et n^ , abaissées sur la diagonale, 
sont égales. 

Des points m et n abaissons sur les axes les perpen- 
diculaires me et nd\ les triangles semblables donnent 

me ; nd ;: nm ; on '.'. oij : op '.: w' : « , 
d'où 
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Mais mc.tA est la vitesse du point m, et md.ul W vitesse 
du point n, et ces vitesses sont dirigées en sens con- 
traires. 

De tout ce qui précède , il résolte évidemment que les 
vitesses de tous les poinis,du mobile situés dans le plan poq 
mut les mêmes que si la rotation avait uniquement lieu 
autour d'uD axe dirigé suivant la diagonale OR. 

n ne reste plus qu'à déterminer la vitesse angulaire 
autour de cet axe; représentons cette vitesse par A. Du 
point p abaissons sur la diagonale et sur l'axe oq les per- 
pendictilaires ;>A et /rA ; la vitesse du point /> sera pft.il. 
D'un autre côté, nous avons pour la vitesse de ce même 
point pk.w'; donc 

ph.u' = pA.a, 
d'où 

SI '. I»' :: pA '. pk. 
Or pb =gkj et les triangles semblables OR^, pkR don- 
nent 

Big :pk :: OR : oq-, 
donc 

ft : »' : : OR : «?. 

Ce qui fait voir que la vitesse angulaire SI est propor- 
tionnelle à la longueur de la diagonale OR. 

Les points que nous avons considérés dans le plan pog, 
étant invariablement liés avec tous les antres points dn 
mobile, les entraînent avec eux dans leur mouvement; 
nous pouvons donc conclure ce tbéorème : 

Si un corps tourne autour d'ut* premier axe, tandis 
f u« cet axe lui-même tourne autOftr d'un second, les 
vitesses de tous les points du mobile à un instant donné 
sont les mêmes que si, à cet instant j le mobile tournait 
uniquement autour d'un axe représenté en grandeur et 
en direction par la diagonale du parallélogramme 
construit sur les deux prenUers, 
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12. Le corps tourne autour de l'axe op\ par consé- 
quent, les points de ce corps qui passent dans le plan poq 
changent à chaque instant. Le plan po^ tourne lui-même 
autour de l'axe oq \ il eu résulte qae l'axe OB, qui est 
toujours situé dans ce plan , se.déplace continuellement 
dand l'intérieur du corps mobile et dans l'espace : pour 
cette raison , on l'a nommé axe instantané de rotation. 

Si les mouvements de rotation sont uniformes, c'est- 
à-dire si les vitesses angulaires u et d restent constantes, 
la diagonale OR fait consumment le même angle avec 
l'axe fixe oq , en tournant autour de lui elle engendre un 
cdne di-oît à base circulaire qui est fixe dans l'espace. 
Elle fait aussi constamment le même angle avec l'axe mo- 
bile o^, et comme tous les points du corps viennent passer 
successivement dans le plan , elle trace dans l'intérieur 
du corps la surface d'un second cône droit à base circu- 
laire dont lesommet coïncide avec le sommet du c6ne fixe. 

Si l'on suppose tous les points du mobile liés à la sur- 
face du second c6ne; puis si l'on suppose que ce càue 
roule sans glisser sur le cône fixe, on aura une représen- 
tation exacte du mouvement. On voit qu'à chaque in- 
stant , le système tourne autour de l'arête de contact des 
deux cAnes; cette arête est justement l'axe instantané de 
rotation : on voit clairement comment cet axe se déplace 
continuellement dans l'espace et dans l'intérieur du 
système mobile. 

Si tes rotations antour des deux axes ne sont pas uni- 
fomaes, les vitesses angulaires u et u' variant à chaque 
instant, les angles que la diagonale fait avec les axes 
varient en même temps. L'axe instantané décrit encore 
deux surfaces coniques, l'une fixe dans l'espace, l'antre 
dans l'intérieur du système mobile; mais ces deux sur- 
faces ne sont plus des cônes droits à bases circulaires : 
néanmoins, on a lo-ujours une représentation complètt- 
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du mouvement, en supposant que le c6ne mobile roule 
sans glisser sur le cime ùxe. 

13. Lorsqu'on sait trouver la résultaote des vitesses ' 
■ngulaires de rotation autour de deux axes, on peut 
trouver la résultante des vitesses angulaires autour d'au- 
tant d'axes qu'on voudra. 

Supposons (Jig- g) qu'un corps tourne autour d'un 
axe op, tandis que cet axe tourne autour d'un second 
axe otf et que ce second tourne autour d'un troisième on. 

Faisons abstraction de la rotation autour de on^ nous 
aurons un axe instantané représenté par la diagonale oi. 
En composant la vitesse angulaire autour de cet axe ave<: 
la vitesse angulaire autour de on , nous aurons un axe in- 
stantané représenté par la diagonaleOB du parallélipipède 
construit sur les trois axes op,oqy on. 

il est facile de voir que l'axe însUntané engendre en- 
core deux surfaces coniques , et qu'on a une représenta- 
tion complète du mouvement en faisant rouler une de ces 
surfaces sur l'autre. 



itRIYÉBS BSS DIVERS ORDRES DE DEUX FONCTIONS SIMPLES 
CIRCILAIRES, ET LEURS APPLICATIONS; 

P» U. P.-A.-G. COLOMBIER, 

Profnwur de mathématiqui» , h Parii. 

PiovLÈME I. Trouver l'expression analjtù/ue de la 
dérivée d'un ordre <}uelconque de la fonction simple 
circulaire 

/^arc tang:t. 

Solution. Calculons plusieurs dérivées de la fonction 
donnée que nous exprimerons en foncùon dc^ \ puis, en 
ayant ^ard. pour certaines transformations, aux pre- 
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mières formules de la trigonoméuie rectilîgne , nous 
reconnaitroos que l'ou a les relations suivantes : 

j-=cos.rco»( 7 + 0.-1, 

-j^= l.C08'7COSl2J'-+- 1 --Il 



^ = i.2.3«>s'j-tc«Uj- 

d'y 



- — i.2.3.4c(«'/c 



(5.+4j). 



Nous pourrions calculer encore plusieurs autres déri- 
vées ; mais celles que nous venons de former suffisent pour 
mettre en évidence , dès la dtrivée du second ordre inclur 
sivement, leur loi de formation. Cette loi, qu'où peut 
traduire aisément en langage ordinaire, est exprimée 
anatytiquement par la relation 

^=i.2.3...(m— ijcos-j CM ("»/+"> — 'H H- 

Je dis que cette loi déduite de I'anal<^e est la loi géné- 
rale de formation de toutes les dérivées de la fonction 
donnée, à partir de la seconde. 

En effet , supposons que cette loi ait été vérifiée jusqu'à 
la déjiyée de l'ordre m inclusivement, et calculons la dé- 
rivée de l'ordre m -t- i ; il rien t 






.2.3. . .ntco5**'7sial, 



..-=:..)] 
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Mais 9Î l'on observe que l'on a l'égalité 

«D f ^+7 . / + m — I . H = — cos hT+T -7 + TO ^\ 
on pourra écrire 

^-^=i.2.3...mcM«-'/co»(^m+i.j- + '"-j- 

Ce qui moDtre que la dérivée de l'ordre nt + 1 se forme 
identiquemeot d'après la loi qui a servi à écrire ia dérivée 
de l'ordre m. Donc, en sous-entendant le raisonnement 
connn , il est vrai de dire que celle loi est générale. 

Scolies. Nous avons fait remarquer que cette loi géné- 
rale ne donne pas la première dérivée. Ou peut, cepen- 
dant, en j introduisant une légère modification, la 
rendre telle, qu'elle donne toutes les dérivées sans excep- 
tion. 11 suffit, pour cela, de multiplier le coefficient de 

la dérivée de l'ordre m par — ; ce qui n'en change pas ta 

valeur numérique. Nous ferons remarquer encore que si 
l'on fait tour à tour x ^ ± oo , et x ^ o, dans l'équa- 
tion donnée, on trouve respectivement y = ~, etj'^o. 

Ce qui montre que, dans le premier cas , toutes les déri- 
vées sont nulles, et que, dans le second, il n'y a que les 
dérivées d'ordre pair qui le soient. 

Corollaire. Si l'on avait à trouver la dérivée de l'ordie 
m de la fonction circulaire monôme 
7= Aarctangaj:, 
A et a désignant des quantités indépendantes de x, on 
tronverait immédiatement que l'on a 

Observation. Lorsque nous avons trouvé la solution 
du problème ci-dessus, nous ignorions qii'Arbogast eût 
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donné une autre solution du même proUème dans son 
Calcul des dérivations, publié en 1800. Je dois ce ren-. 
seignement bibliographique à M. le rédacteur des Nou- 
velles j4nnales. Arbogast , dans l'ouvrage que nous venons 
de citer, donne, à la page 3i6, pour dérivée d'un ordre 
quelconque de la fonction arc tangj::, 

rf'^'(arctaagj^i _ _ "'-^ 

[ i+x' («-a)(/,-3)(i + x-)' -| . 

i.a.3 a'** J 

dans ^ , le dgne supérieur est pour n impair, et l'info 
rieur est pour n pair. 

Pour obtenir cette formule, Arbogast fait l'application 
d'une méthode qui donne la dérivée d'un ordre quelconque 
d'une fonction monôme ou polynôme, sans qu'il soit, 
pour cela , nécessaire de passer par les dérivées des or- 
dres inférieurs (*). 

Pkoblèhs n. Développer la fonction arc tang x 
suivant les puissances croissantes, entières et positives 
dex. 

Solution. En ayant égard au problème précédent, on 
trouve que 

X :^ x' , - ■ 

arc tang* = - — -5- + j — ... ±R. 

Dans cette relation, la qaantitédzB désigne te reste delà 
série. Ce reste, calculé d'après la formule de M. Cancby, 
donne, en réduisant, 

±R = ±*cosj',[*{i— 6) cosj-i]^' cosf rn^-t- m — i.-J; 
d'après une remarque faite ci-dessus , m est toujours 

(' ) Miithiidc d'une «ilrtme imporUnrc et loulofoi» peu dludipd. T». 
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impair. On prend R avec le signe plus, ou avec le signe 
moins, selon que le résidu del'ordre de la dérivée, par 4) 
est égala plus un, ou à moins un. S désigne une quantité 
positive pins petite que l'unilé, et y désigne ce que devient 
arc tang x, lorsqu'on y remplace x par dx. 

Cherchons les conditions pour que la série ci-dessus, 
prolongée à l'iniini, soit conrei^ente. Remarquons que 
ses termes sont alternativement positifs et négatifs^ dès 
lors, il faut chercher les conditions pour qu'ik décroissent 
indéfiniment. A cet effet , désignons par u^ , u^, les deux 
termes consécutifs de cette série et dont les rangs sont p, 
/> + 1. Ona 

M, = ± 1 «„, = 3: ; 

les signes supérieurs se correspondent ainsi que les signes 
inférieurs : d'où 

— -_— « (^i — — j- 

La quantité entre parenthèses est toujours comprise 
entre o et + i ; elle n'est égale à -H i que pour p = <x> 
Donc , pour que les termes de la série aillent en décrois- 
sant indéfiniment, lorsque p croît sans limite, il faut et il 
suffit que X ne soit pas en dehors des limites +i et — i. 
Dès lors, si X remplît cette condition , la série prolongée 
à l'infini est convergente, d'après un théorème connu; 
elle est encore convergente pour les valeurs particulières 

Cela posé, pour que la série prolongée à l'infini ait 
pour somme arc tangx, les valeurs de x n'étant pas en 
dehors de +t et — t, il est nécessaire de démontrer que 
pour m = co on a 

lim(±R} = o. 

4m. Je MuA^mti., 1. IX. (Imier i85o.] 3 
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Or, d'après la forme sous laquelle nous avons présenté 
le reste de la série, on voit que cette condition sera tou- 
jours satisfaite , si la valeur absolue de 

x{i— e)cosj,<i, 

ou si celle de x est <;i . Mais cette dernière inégalité est 
évidemment satisfaite pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre -l-i et — i ; donc pour x, pris dans les 
mêmes limiter, la série ci-dessus, prolongée i l'infini , a 
pour somme arc ung x, et l'on peut écrire, avec certitude, 

(i) arctangx= " — J+T^T''"--- * l'^^""- 

Cette formule est encore exacte pour les valeurs parti- 
culières i= -hi,x = — i, parce que le second membre 
reste convergent pour ces deux valeurs de X. 

Historique. La formate (i), très- remarquable par sa 
simplicité et par ses applications , a été donnée par Gode- 
frov-GuiUaume LeibniU, au commencement de l'an- 
née 1674, pendant !e séjour qu'il fit à cette époque à 
Paris. 

Observations. On peut arriver à la formule de Leibnitz 
en faisant usage des quantités imaginaires : i" en em- 
ployant la formule qui donne la tangente d'un arc en 
fonction d'exponentielles imaginaires; a° en suivant une 
méthode due à M. Cauchy. 

Corollaire. On peut transformer la formule de Leib- 
nitz en nne autre qui convienne aux valeurs des tan- 
sentes qui sont en dehors des limites +1 et — 1 . 

En eflèi, on a, quel que soit «, 

arclang;c + arc U!ig-= -• 
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X étaDt supposé en dehors de -t-i et — i , il s'ensuitque 
- est renfermé dans ces mêmes limites; par coiiséc[aent , 

on peut développer arc ung - d'après la formule de Leib- 

niiz , et il vient 

{2) arctang« = ^ — - + ^ — -^+... à 1' 10601. 

La formule {1) ne donne que des arcs compris entre o et 
-H 7 ou entre o et — 7; la formule (2) ne donne que des 

arcs compris entre -I--7 et 4-~, ou entre — î et -. 

4 * 4 a 

Par suite, ces deux formules serviront à connaître la 
grandeur d'no arc qui sort de ces limites, si Ton donne 
le nombre de fois que cet arc contient -, ainsi que le 
r^idu de cette division. 

Pboblxme m. Trouver le développement de 
src Ung(jc ■+■ h), ordonné suivant les puissances crois- 
santes, entières et positives de h. 

Nous nous dispenserons de développer la solution de 
ce proUème; nous noua bornerons à dire que l'on fait 
usage do problème I, et que le raisonnement est semblable 
à celui du problème H. 

PaoBLÈHE IV. Trouver l'expression analytique de la 
dérivée d'un ordre quelconque, de la fonction simple 
circulaire 

y = arc cot x. 

Solution. Par un calcul et par des transformations . 
3. 
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analf^ues à ceux que l'on a employés dans le problème I 
on trouve que l'on a 

^ = {-i)'sinjMnr. 

d'Y 

-74 = (-i)'.t sin'/siiiïr. 



^ = (- 1)' . 1 . 2.3 MO'/ sin4/, 
g:={-.)>...2.3.4»ii>'j-»iii5r. 

En comparant les expressions de ces dériyces, on 
voit, à partir delà seconde, qu'elles se forment d'après 
une loi très-simple, dont l'expression analytique est 

d'Y 

- — = (— i)".i.2.3. ..(m — i)8in"j' uamj. 

En supposant que cette loi ait été véri6ée jusqu'à la 
dérivée de l'ordre m inclusivement, il sera facile de dé- 
montrer que la dérivée de l'ordre m -f-i se forme de la 
même mauière que la dérivée de l'ordre m; par consé- 
quent, cette loi estgcnérale,et la dernière relation écrite 
ci-dessus donne la réponse au problème. 

Scolies. Us sont analogues à ceux du problème L 
Corollaire. Si la fonction donnée était de la fonne 



A et a désignant des quantités indépimdantes dex, on 
trouverait la relation 



= { — i)".i.2.3. ..(fli— 1) A(aMn_r)"sinmj-. 
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PsOBLÉME V. Trouver le développement tU la fonction 

y = arc cof x, 

suivant les puissances croissantes, entières et positives 
dex. 

Solution. On peut opérer directement en s'aidant du 
problème TV ; mais , si l'on remarque que l'on a l'égalité 



îi question se trouve tout de suite résolue en vertu du 
problème II. 



NOTE SUR U THÉORIE DES PARALLÈLES j 

Pa» m. e. lionnet, 

ProfrsMur au Ijcée Loni>-le-Grand. 



La figure au moyen de laquelle M. CamîUo Minarelli 
veut prouver que la somme des angles d'un triangle n'est 
pas moindre que deux angles droits (*) , suppose que le 
point Bi est situé dans l'angle 6DK, que le point B, est 
situé dans l'angle B,D, K, et ainsi de suite; c'est ce qu'il 
faudrait d'abord démontrer. On fait disparaître cette 
objection en supposant tes droites BD, , B,D, , B|Dt, . . . 
perpendiculaires à DK j mais alors il faudrait démontrer 
que le point Dj n'est pas situé entre D et D, , que le 
point Dt n'est pas situé entre D et D| , et ainsi de suite. 

Note. MM. Lcbesgue, Breton (de Champ) et Finck 
nous ont adressé la même objection. 11 est difficile de la 
rendre visible sans courber les droites. 

( ■) Noavfllrs Amutfs. année iH-lç), page 3i3. 
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GAMPOSmiNS iCRITIS POU» L'ADilSSWII i 1*80911 
POLYTECHKIQVe, 1849 



A Lyon. 

i". Lîcu des projectioDS du sommet d'une parabole sur 
ses UDgeutes^ trouver ses asymptotes. 

a°. Poids spécifiques , instruments propres à les déter- 
miner. 

3". Construire la courbe d'intersection de deux cylin- 
dres ayant deux plans tangents communs, et lui mener 
uue tangeote en uu point dooné. 

A Douai. 

t". Conditions de similitude de deux courbes en gé- 
néral ; théorie des levers des plans par la géométrie et la 
trigonométrie. 

Lieu des sommets des hyperboles ayant une asymptote 
commune et une directrice commune. 

a°. Miroirs et lentilles sphériqucs. 

Carbone , ses propriétés et son extraction. 

3'*. La droite AB étant donnée dans le plan vertical c( 
la droite CD dans !e plan horizontal , on suppose que cette 
dernière droite tourne autour de la première, die en- 
gendre ainsi un hyperboloïde de révolution; déterminer 
Tintersection de cette surface avec une droite perpendi- 
culaire au plan vertical , el mener par l'un des points 
d'interscnion un plan tangcnl à la surface. 
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A Strasbourg. 

i". Construction des racines des Àjuations des 2*, 3° et 
4' d^rés en les ramenant à la construction d'un cercle et 
d'une courbe du 2* d^ré. 

2''. Soient un angle ABC ; A, C deux points pris sur ses 
cdlés; par son sommet B, on mène une droite quelcon- 
que B)'; des points A et C on abaisse sur cette di-oite les 
perpendiculaires AD, CE. Trouver le lieu du point O, 
milieu du segment DE de B^ compris entre les pieds des 
perpendi culaû«s . 

3°. Théorie des miroirs et détermination des foyers. 

Brome, ses propriétés, son extraction. 

4°. La droite AB étant dans te plan vertical et CD dans 
le plan horizontal, on suppose que cette dernière tourne 
autour de la première-, elle engendrera nu hyperboloïde 
de révolution. Trouver l'intersection de cette surface avec 
un plan horizontal ; déterminer les sommets de la courbe 
d'intersection. 



«mSTlONS D'EXAMEN D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIOIE 
EN 1849 



92. Si les six faces d'un polyèdre sont des parallélo- 
grammes, le polyèdre est-il un parsUélipipède? combien 
faut-il de sommets pour déterminer un paralléltpipède? 
combien faut-il d'arètc8?Siiffit-îl de connaître les direc- 
tions des arêtes? 

93. jy = — ^'' "*" '' ■ Trouver Tasymptoto ci le point le 
jitu haut de la boucle. 
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9i. a + bij — 1 et a — b / — i sonl-îls toujours un 
mùme nombre de fois racines dans f(x) = o? 

95. X ^ p eiq sont premiers entre eux. Démon- 
trer qu'on peut toujours décomposer x en deux parties - 

et - i le peut-OD d'une infinité de manières ; la somme des 

deux parties entières est toujours la même, la somme des 
deux parties fractionnaires est toujours la même fraction; 
ne pas s'appuyer sur la résolution Aeax+by=:c. 

96. Surface d'un segment d'ellipse compris entre la 
courbe et mie corde donnée. 

fx"— i)(.r— '- i)(j:— '-l) 
9?' (j.-i)(^'-i)(x'-i) '^^ toujours enuer, 
qu;^^lque soit m. 

98. Trouver l'arc dont la tangente est x -t- i et vaut 
ti'ois fois l'arc dont la tangente est x — i . 

99. On partage le rayon d'une sphère en quatre parties 
égales; sur les deux divisions moyennes comme diamètre, 
on décrit une sphère ; cette sphère étant enlevée de la 
grande, trouver le cenin; de gravité de la partie restante. 

100. Un cercle ayant pour surface i ooo mètres carrés, 
lui inscrire et lui circonscrire des polygones régulierssem- 
blables dont la dîll'érence des surfaces soit moindre qu'un 
décimètre carré. 

101 . Équilibre d'une baguette sur deux circonférences 
concentriques. 

lOâ. Parunpointdonnémener une droite qui s'appuie 
sur deux circonférences horizontales (Géométrie des- 
criptive) ; le problème est-il toujours possible.'^ 

103. Soient AtiC un triangle sphériquc, BD la biuec- 
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(rice de l'angle intérieur ABC et BD' la bissectrice de 
l'uigle extérieur CBA'; démontrer que l'on â la pro- 
portion 

sinAB _ sin AD _ sin AD ' 

sÏD BC ~ sin CD ~ sin CD' ' 

Que devient ce théorème quand le triangle sphériqoe de- 
vient triangle rectiligue, par suite de ce que le rayon de 
la sphère devient infini? 

104. Deux paraboles sont, Tune dans le plan des xy, 
l'antre dans le plan des zx ; la seconde se meut parallèle- 
ment à elle-même, son sommet restant constamment sur 
la première. Trouver l'équation de la surface engendrée ; 
et, par la géométrie descriptive, étant donnée la projection 
horizontale d'un point de cette surface , trouver sa pro- 
jection verticale. 

ItKÎ. Equilibre d'une sphère entre deux plans. 
_t«ig3T 

107. On donne l'angle d'un c6ne dont l'axe est l'axe 
des X, on donne la projection horizontale d'un point de 
la surface. Trouver sa projection verUcale et le plan 
tangent en ce point. 

108. Lieu des centres de gravité des arcs issus d'un 
même point sur une même circonférence. Construire 
avec la règle et le compas la tangente en un point du lieu. 

109. Trouver le lieu des points dont le produit des 
distances aux sommets d'un polygone régulier est constant. 

1 10. Lieu des centres des hyperboles équilatères passant 
par les sommets d'un triangle rectangle. 

111. Intersection de deux cylindres, l'un parallèle au 
plan horizontal, l'autre au plan vertical , ou bien, l'un 
perpendiculaire au plan horizontal, l'autre au plan-vcr- 
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tîcal. Construire ta tangente en un point (Géométrie 
descriptive). 

112. On a une suite de rectangles dout le sonmiet 
commun est A, le sommet adjacent est sur une circonfé- 
rence, la diagonale de ce second sommet passe toujours 
par le centre. Trouver le lieu décrit par le sommet P, op- 
posé à A , et par le point M , intersection des diagonales. 

113. Auï deux sonunets opposés A, B d'un parallélo- 
gramme articulé, on applique des forces égales, contraires 
et dirigées suivant ta diagonale AB; aux sommets C, D 
on applique des forces ^ales contraires et dirigées suivant 
la diagonale CD. Quelle est la condition pour que les 
quatre sommets soient en équilibre? 

114. Trouverj:, sachant que sin ('5 ) = co* (ë )' 

lis. MD ^tant la partie de la normale à une ellipse , 
comprise entre la courbe et le grand axe, on prolonge 
cette normale d'une quantité DN égale à MD. Trouver le 
lieu des points N. 

116. Soient S„ etSi^., lasommedes n""" et des (n+i)'*"*' 
puissances des racines d'une équation , démontrer que 

'-^ a pour limite la plus grande des racines (elles sont 

toutes réelles). 

117. On projette un point du plan d'une ellipse sur 
un diamètre par une perpendiculaire qui rencontre le 
diamètre conjugué de ce diamètre en un point dont on 
demande le lieu. 
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UUmiOLOGll!. DR LA COMPOSITION DBS NOMBRIS 

BN CUBES ENTIERS ET POSITIFS; 

P» M. ZORTtOW, 

R^enl du ^mDB>« de Kneiphiusen , k KceDiesberg. 
(Journal de M. Crelle , tome XIV , page 376; |835.) 

Edouard WarÎDg , dans ses Meditationes algebraicœ 
(Cantsbrigix , 1789', éd. 3). entre autres théorèmes qu'il 
propose sans démonstration, énonce celui-ci : « Omnis 
B integer numerus vel est cubus vel è duohus, tribus, 4 j 
» 5,6,7, ^i'vel nowemct^iscomposilus: estetiamtjua- 
■» dratoquadratus vel è duobus, tribus, etc. usque ad 
» novemdecim compositus , et sic deinceps. Consimilia 
» etiam affirmari possunt {exceptis excipiendis) de eodem 
s numéro quantitatum dimensionum (*). » 

M. Zomow conjecture que la fin un peu obscure de 
cet énoncé signifie que la proposidon a également lieu 
pour les nombres de la forme a-i- bx -\- ex* ■+■ dx' , 
a + bx-\- cx*+ dx'+ ex*. Ayant été prié par M. Jacobi 
de vérifier le tbéor&me , M. Zomow a calculé une Table 
pour les cubes des nombres de i à 3o 000, et a trouvé que le 
théorème subsiste dans tout cet intervalle ; il n'y a qu'un 
seul nombre, savoir a3, pour lequel il faille 9 cubes: 
23= a . a' -f- 7 . 1', et quatorze nombres pour les- 
quels il faut au moins 8 cubes ; le plus petit de ces nom- 
bres est i5 : i5 ^ 2' -f- 7 - 1', et le plus grand est 454 '■ 
454 = 7'-(-4-3'-l-3.i'. 

Cette Table ingénieuse donne le moyen de trouver non- 
seulement le nombre minimum des cubes dont un nombre 
est formé, mais encore ces cubes eux-mêmes. 

(') Il s'agit iraiil-èlre dp théorèmm anali^n pour louto In piiis- 
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■nuoeiuPBii ('). 

Exercices et problèmes de calcul diftérentiel et 
INTÉGRAL , par M. F.-D. Gregory ; traduit de l'aoglais 
par M, Léonce Clarke, professeur de mathématiques. 
Paris, i849t in-S"; xit , 55 pages. 
Od a fait aux éléments de calcul iDlinitésîmal une 
réputation de difficulté qui les fait repousser de l'ensei- 
gnemeot secondaire, et, toutefois, cet enseignement 
comprend des objets bien plus diiBciles. Le théorème de 
M. Cauchy pour prouver Tesistence des racines, celui de 
M. Sturm pour trouver ces racines, et même certaines con- 
sidérations aritlimétiques , exigent de plus grands efforts 
intellectuels que les procédés élémentaires du calcul dif- 
férentiel; et combien l'introduction de ces procédés ferait 
économiser de temps et de peines , et populariserait de 
précieuses connaissances! LWvragc de M. Clarke faci- 
litera cette introduction , que nous appelons de totis nos 
vœux ; excellente importation , que tout calculateur ana- 
lyste voudra se procurer. On doit surtout recommander 
ce recueil aux élèves de l'Ecole Polytechnique; c'est, 
pour eux, un véritable ■vade-mecum : l'habileté qu'ils 
acquerront par ces exercices , leur fera mieux com- 
prendre la théorie, car la pratique est la véritable clef 
de la théorie. Le chapitre III , sur le changement de la 
variable indépendante, aplanit bien des difficultés, et 
contient de beaux résultats. Espérons que te succès de 
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cette traduction hâtera ta publicatiou des cahiers sui- 
vants. Quand traduira-t-on le Calcul différentiel et tnté- 
gral d'Exiler? c'est une mine inépuisable de lumières, 
d'instructions et de m^ïtations; en y joignant ce qui a 
été fait jusqu'aux travaux desHamilton, des Jacobi, etc., 
on acquerrait des droits à la reconnaissance de tous les 
géomètres. 

Les Anglais se servent du signe sin~' x pour signifier 
arc sin =: x; en effet, ^f{x) désignant une opération à 
faire 8ury{x), alors P~'y(x) désigne la même opération 
à faire sur une fonction inconnue , et telle, que le résultat 
de l'opération soit f{x) : ainsi , sinus arc x désignant une 
opération sur l'arc x, sin~' arc x signifie évidenunent 
air sin^ x. Mais cette notation présente un inconvénient, 
c'estquerexposant,stgued'opérat)on, peut être confondu 
avec le sens ordinaire ; alors on aurait sin~ ' x ^ coséc x , 
cos~' X := séc X. 



Théosèmes et pkoblèmes de TBIGONOHÉTBIS I 
BT spbémque, recueillis par M. Léonce Clarke, pro- 
fesseur de mathématiques. Première parue : Trigono- 
métrie rectiligne; in-8°, 1849; 64 pages. , 
IVous emprunterons à cet ouvrage quelques formules, 
pour les ajouter à notre Recueil (t. V, p. 4>i)) nous 
engageons M. Clarke, dans une seconde édition, & nous 
faire quelques cmpninU, bien entendu, sans le dire : il 
ne faut pas établir de mauvais précédents pour d'autres. 
Un recueil systématique des intégrales définies connues 
serait une précieuse acquisition et épargnerait bien des 
recherches superflues. Je pourrais fournir quelques maté- 
riaux pour ce travail. 
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uniiHuicii.-inin sim m mrtn D'ioumiis 

imtTEUIIItES 
Pak h. v.-a. lebesgue. 



Le BystÀtne eo question est celui-ci : 

(1) «'+«'-+û'"=., 

(2) 6'-+-fr"+é'''=I, 

(3) c'+^' +*'" = ,; 

(4) 6c-|-6V-H6"e" = o, 

(5) fa-t-e'fl'+c*a"î=:o, 
'{6} ab + a'b'+a"b"=o. 

Ces équadonsen donnent, comme l'on sait, beaucoup 
d'autres, dont nous allons rappeler brièvement la déduc- 
tion, avant de faire connaître deux nouvelles équations 
dues k M. Jacobi. (Journal de M. Crelle, t. XX, p. 46.) 

Les équations (5)'et (6) donnent, par la résolution, 

reiativement A -^» -^i 

b'c'— b''<f b"c — bc" bc' — b'e 



la valeur commune est :p i. 

En effet, si l'on élèveau carré, et que l'on ajoute terme 
à terme les fractions résultantes , en vertu de 



{b'c"—b"c'y-h{b"c—bc"Y+(be'~b'cy+{be-hb'f'-hb''c''Y 
= {b'+b"-t-b"){c'+c''+e"'). 
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on aura i pour la valeur du carré de la valeur commune. 
Ou posera donc 

{7) ±fl =6' «"—*"<;', 

(8) ±<i' = É'c— 6c", 

(9) ±a''=bc'~yc-, 

d'où , en multipliant par a, a', a" les deux membres de 
ces éfjnations, ou aura, en sommant, 

±i=<t(A'<r"-6"c') + <ï'(i"c-ic")-ha"(J^— è'c). 
Si dans ces quatre équations on permute circulai rement 
a, a', a"; b,b',b^^ c,c',c/', la dernière équation ne 
changera pas ; ainsi , les équations (7) , (8) et (9) entraînent 
celles-ci : 

(10) ±A =4/a"—e-'a', 

(11) ±b'=ie"a — ea", 
(la) ±i"=«i' — /a; 
(i3) • ±c =a'b" — a"è', 
(i4) ±c' = B''A-afr", 
(i5) zhe"=ab' — a'b; 

(16) ±i = «(i'r"— i'V)+a'(*"c_ic")-l-<i"(fte'— i'c). 

Au moyen de ces équations (7) à (i5), on vérifie tout de 

suite ces trois antres : 

{17} aa* + W + ce" = o, 

{(8) aa"+ bb" + ec'=:o, 

(,9) «V + 6'é- + c'c- = o; 

enfin, les éqnaûons 

(ao) a'+b' + e'=it 

(ai) a" + b" + c'^= 1, 

(aa) a"'-|- *"'+«"'=» 

s'éublissent ainsi : 

K'+«"')(t"+ *"') = ('-"')('-*')=■- «'"*'+"'*' 

= , _ a' - 6' -h (fl' *' -H fl" i" )', 
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OU encore 

{a' b" — a" *')' = 1 — a' + b\ 
. ou bien 

A ces équations (7) à (23) , M. Jacobi a joint deux équa- 
tions très-remarquables, 
. , 1 1". fl'<i''<i"' + i'A''è"'+c'c"c"' 

Ona 

fl'a"<t"'=a'<i (i*"-f-cc"){ii' + cc'), 

ti'a''a''':= a'a"b'b" .h'+ a'a"<^c".c'-\- a'i"c a"bt^+ a!he" .a'h'e. 

De là , par la pennutation tournante , 
i'i'"i"'=É'i"c'c".f;"-t- 6'i"a'a"a'-{- b'^a. b"ca' + b'ea". b"i^a 
c' c"c"'=î r'ifa'tt" i' -^ (/c" ft'è" a'-|- c'a"» c"afc"-+- c'ah"c.t!'elb. 

Mais 

a'a'n"(i'A"+c'c")=— ffl>fl"a"', 

C' ^ c" (a' a"-H 6' 6") = ~ C c" r". 
On aura donc, par addition, 

r = a (a' fl" a"' -i- A- 6" A"' + c" c" c" ) 
^ a' i' c, a" ic' + a" bc' .ab'c'' -4- ab' c" . a' b" e 
+ a' ic". a" A'c + a" A' c. afc' + ab" tf . a' fcc". 
Un calcul tout semblable donne 

r = a(B't=c'+a"i"<7'' + a''*"'c"'); 
delà l'équation (aS). 

L'équation suivante est plus compliquée. Si l'on fait 
p = ab'e" + a'i"c ■+■ n'hc', q := ofr V + a'be' + a"b'e, 
r = ab'b' ■+■ n'b"b -t- a"6É'. .( = acV + fl'c"c + a'cf- , 
r* = bc'c" + i'c'V -I- b''ce' , ^ =: Aa'a" + h'afa+ b'a^, 
/"= ra'o" + c'a" a + c'aa' , *"= cb'b" + ffa'b + ifbb' ; 
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on aura Téquatioii (24) suivante, 

(p — q)' = i5 (a'a''a"' + b'b"b"' + e'c''c"') 

oa bien, en vertu de l'équation (^3), 

(a4) (^- ,)■+ o'4V -|-»"J'V' -1- o-4-e" 

+ K -/)■+(/■-. 7 +(f+î^ 

Pour vérifier l'équation (24)1 (>° remarquera qae l'on a 

(y -t- î)' — {/< — ?)■ = 4/'7. 

d'où 

^^ — .t)' = g,i'fl"fl" — 4«. 
De même 

(f'— y)' = 9A'*'"fi" — 4/^/, 

De sorte qu'en divisant par 4 1 l'équation (34) donne 

n + r'/'^ i^-t" = 6(a'a"a" + b' b'' b'" + e^e"e"')= 3r -i-pç. 

Or on trouve 

n = T + a' b'b'Vc" + fl" b"bc"e -f- a"' ftèW , 
// = r + b' ^ca'a" + A'' c"co"a + ft"' «'an' , 
/'»*= r -f- cV<»"6'6" + e-'n-ab'b + «"'aa'W, 
d'où , par l'addition, 

„ + ^y + ^/' = 3r4-^. 
/^oir Journal de M. Crelle, t. XXX, p. 46- 
Ti.B. L'équaùon (16) donne 

/p — y = ±i. 
Rien de plus facile que de trouver 1rs solutions réelles 
du système (i) à (6) , à trois indéterminées. 
D'abord , les équations 

a^ 4- a" + ff"' = I , a"' + i"' t- r"' := i 
.W.icM-**^""»., t- «X. (Février iSflo.) i 
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donnent, nn posant 

puisque a*' < i , 

a =ânTMa<t, a' =^ sinj cMf, a" = cmt , 
6" = 8in7»ni|', c"^ sinv cos^; 
les équations (a) à (6) deviennent 

è' + A"= I— «n'yain'-}., c'-4-c"= i — sin'ï cos'-t-, 

fcànif + 6'cos» ^ — COS7 stnij', 

csin? + c'cos^ =; — cosyco»'!'» 

èc -4- iV = — siii'7 sin^ cosit. 

On lire de là 

(b' ■+■ b" ] (sin' ç + cos» -- (b sin f -h à' cosip)' 
=T I — sin'7 Mn'4' — cos'y sin'i}'; 
ou bien 

[b coïf — b' siDif)' = cos'-li, 
OU encore 

ico»T-A'smT = (cos+; (/ = zti). 
D'ailleurs 

6 «inif -*- A'cosy:= — «H7 sin4> 
delà 

b ^ — C0S7 sinf sin^ + i cosip cosi|'i 
ft'= — co»7 ros^ sini|i ^ I sin ç coi^. 
On a aussi 

f cosw — c' sinT=^i' siDi|', (i' = ± 1), 
csin^ +c' cosf — — ros7 ros + ; 
delà 

r = — C0S7 sinç ccisi}' + i' cosy sini|i, 
(' ^ — ««7 cosç coS'l' — < ' sin^ sin 41 • 
Ces valeurs rëduisenl l'équation 

ic -f 6V = — sin' 7 sini|i cos} 
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"*' + ïin' f -+■ cos' ip ^ o ; 



Ainsi i et i' sont de signes contraires. On a donc la 
solnùon çérténle (*). 



SOLllTIOBi BG U QUESTIOII 135 



P*m H. Gustave MARQFOT, 

Ë)ètp en matbéniBtiquet supérieures 



Pboblème. Trouver la relation qui doit exister entre 
le côté et la base d'un triangle isocèle, pour que la 
bissectrice de l'angle à la base ait un rappoit donné 
afec le côté du triangle. ( Vièie.) 

Solution. Soit ABC un triangle isocèle dans lequel AB, 
AC sont les cdtës ^aux , BK étant ta bissectrice ; 



Pour ofatenir cette relation , il faut^ dans BK : AB : : m :« , 
exprimer BK en fonction de a et de A. Or 

BK:BC:: iinC:3nn 4siB^-: 



(') On trouie de* reUtioni du gean- de celles qui ont été indiquées 
pir N. Lebesgue, dans un Mémoire de M. C.aulan lur in irmi/ormation 
ifi fmriahlts dam If I inièfirali-i muliiptn. Inséré parmi rpux de l'Académie 
J* Bruielirs. 

4. 
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donc 

, /4 + ao 

'W -7- 

(-t la relation cherchée sera 

,y?ïi" = „(«+„). 

i". Supposons m ^ /i 5 alorsèt/ ^t+a,ou, 

en développant, b^-^ah* — 2 a' 6 — a':=o. Divisant 
par a', et observant que - ^ a cos C , les valeurs de cos C 
seront données par l'équation 

Or la figure indique que , pour jn= n , c'est-à-dire lors- 
que BK = a , l'angle C = - — 

Voyons si le résnltat fo«mi par la trigonométrie s'ac- 
corde avec le calcul précédent. 
Ou a l'équation 

6^x^ — fl2j:' + 56j:'— -jx— I ^O, 

dans laquelle 

j = cos — ivmr t. V, p. 35o' , 
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f l cette ik{uation a pour ravines Il-s cosinus des angles 
air 4" **" ^" '*■" i^" '4"' 

y T' y 7 " 7 ' 7 ' 7 ' 

Or 

cosiiiî = r 

7 

doiu: elle admet la racine + i, et si nous divisons son 
premier membre par x — i , le quotient sera 
(l) 64*' + 64^— 48:C — 48a^ + 8j:'-t-8*+i. 
Cequoticntégalêà zéro admettra Icssixautresracincs: mais 

6ir 8>r 



duiic le <juotient (i) est un carré , et si nous extrayons a. 
racine, nous trouvons 

8x' + 44r' — 4x-l=:o, 
qui est précisément l'équation fournie par le premie 
calcul. On voit donc , qu'à l'exception de la racine -\- 1 
ces deux équations admettent les mêmes racines. 

2**. — ^ -. La relation devient (1* — A' — aft = o; d'oi 
l'on tire l'équation 

4^'-+-7-r — 1 = o, 
quidoit donner les valeurs de cosC £ii la résolvant, oi 



(-, + S/5), .='(-.-^5). 
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De ces deux valeurs, la première seule convient, puisque 

Donc C ^ 73". On le vérifie immédiatement sur la 
figure. 

Ce résultat s'accorde avec celui qui est fourni par la 

trigonométrie. En effet , l'équation qui donne cos — est 

i6a*— aoaj'-f-Sj: — 1 = 0. 

Ses racines sont les cosinus des angles 

2jr ^ jt 6ir Sir lOjr 

5"' 5"' T' T' ~' 
donc elle admet la racine + i . 

Le quotient de sou premier meoibre par x — i est 

(2} 16-r'— i6x' — 3iGj:'— 36h- i; 



Bit / 2îr\ ïjr 



F—l- 



donc le quotient (2) est un carré, et si nous extrayons la 
racine, nous obtenons l'équation 

4.c' + 2j; — 1=0, 

qui est celle tjut a été fournie par le calcul précédent. 

■1.. 1^- / '" ^3 - i, „ 

y. Si a = ft, — = — = sinon". 
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Note. Lu même élève noua a adiiissé de tièâ-bounes 
solutions, parvenues trop tard , de la question élémenuire 
du grand concours, et delà question '2i4'"- 



THMRfiMI 
SUR U BIVIStON B8 L'AIRE SUN QllABRlLATfiRB PIAN 



Pu HM. G. FOITCAUI.T, élève en spécialea au lycée àe Kaotoii PEAU- 
CRLLIER, élève du Ijcée Laaifr-le-Craod (dame de M. Lionnct); 
LN ANONYME, de Slra^raiire. 



Th^bèhe. Sidans un quadrilatère quelconque AHCD 
on mène par les r/uUeux \ et K de chacune des diago- 
nales une parallèle à Vautre, et qu'on joigne leur 
point de concours N aux milieux E, F, G, H , des côtés 
du quadrilatère, il sera partagé en quatre quadrilatères 
équivalents. (Brune.) 
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Démonstration. Je joins FG ; cette droite est parallèle 
à BD et à IN. Le quadrilatère CFIG est évidemment le 
quart du quadrilatère total, car il est la moitié dn qua- 
drilatère rentraut ClïII), moitié du quadrilatère total: 
mais le quadrilatère NFCO est équivalent auquadrila- 
tère CFIG ; donc 

SFOG = 7ABCD. 

4 

Oq démontrerait de la même manière que chacun des 
quadrilatères JSFBF., NF.AH , NHDG est le quart du 
proposé. 



SOLUTIOK BE U DVËSTieN t{% 
Par, m. J. MUHEMT {oe Ct.emioBT-FEB»*Hu). 

Par tout point A d'une conique passent quatre cercles 
osculateurs , ayant leurs pointe de contact en A , B, C , D ; 
le centre de la conique est le centre de moyenne distance 
des trois points It, C, D. (Joachimsthal,) 

M. Terquem a dcjà démontré [voir tome \II, page 23) 
qu'il y a, eu ellet, quatre cercles, et, en outre, que les 
quatre points d'osculation A , B, C , D sont sur une même 
circonférence. La démonstration est fondée sur une pro- 
priété que l'on trouve dans l'article de M. Gérono sur les 
normales ( voir tome II , page 7," ) . 

Pour prouver la deruière partie de l'énoncé , prenons , 
à l'endroit cité d\i tome VII, l'équation de la conique 
rapportée n deux axes cooMonncs menés par le point A , 
parallèlement aux axes principaux, savoir: 
(1) Xy- + (lr= + pK + F-r = 11, 
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et les équations simiUtanéos 

1 2Ay — 2ar"-(-D/ — Ej7'=:o, 

qui déterminent les cooi-données des points d'osculation. 

En éliminant j' du système (2), l'équation finale en x' 
sera du quatrième degré , et aura pour racines les abscisses 
des quatre points d'osculation A , B, C , D. 

Or, sans ell'ectuer l'élimination, on peut calculer les 
coefficients du deuTcième et du premier terme de l'équa- 
tion Onale; le rapport, changé de signe, de ces deux 

coeilicieuts , sera égal à la somme , \^ x' , des racines. 

D'ailleurs , à cause de la racine nulle qui se rapporte au 

point Â,'\' x' sera seulement la somme des abscisses 

des trois points li^ C, D. 

' Il suflii, eu effet, d'appliquer au système (a) la for- 
mule générale donnée par M. iVIerlieux (voir tome II, 
page 35). En y faisant les substitutions et les réductions 
convenables, on trouve 



2--|^-(-^)- 



Si l'on suppose qu'on élimine, à son tour, x', il faudra, 
daus la formule, remplacer les coefficients de x'* et x' 
pris dans les équations (a) par ceux de y", j', et vico 
vend : on aura ainsi 



2^'=<-iiî 



2 j'' étant la sommedesordonnécs des trois points H, C, D. 

D'autre part, si l'on désigne par X et Y les coordonnées 
du centre de la conique, on déduil irt^s-simplcm<-nl di- 
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l'équation {i), 

et la comparaison de ces valeurs avec les deux égaJites 
précédentes donne 

relations qui prouvent bien que le centre de la conique 
est le centre de moyenne distance des trois points B, C , D. 
Note. Le centre de la conique est donc le centre de 
gravité de l'aire du triangle BCD ; donc ce triangle est la 
projection d'un triangle équilatéral inscrit daus te cercle 
dont l'ellipse est la projection orthogonale. Ainsi , le 
triangle BCD, lorsqu'il existe, a une aire constapte; mais 
il est possible que deux de ces points deviennent imagi- 
naires : ce qui a lieu lorsque l'équation dn troisième 
degré, résultant de l'élimination, a deux racines imagi- 
naires. Considérons les quatre cercles oscolateurs qui 
passent parB; désignons-les par B, A, M, N. Les quatre 
points relatifs a C, s'ils existent, seront C , A, M, M , 
car le point commun A est le soounet du triangle équi- 
latéral elliptique inscrit , et il n'en existe qu'un seul ; 
mais les points B, C, A, M, N devraient être sur la 
même circonférence, ce qui est impossible. Donc, si le 
premier triangle AMN est réel, le second est imaginaire, 
et de même par rapport au point D. 
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SOLI]Tie!ll DE U QIBSTION ÎU 

(lolrl. VIII, p. 3M): 

Pas m. PLOIX(Ei«m(d). 

On prolonge le rayon de courbare d'une conique, à 
l'extérieur, d'une longneur égale à ce rayon; le cercle 
décrit sur le prolongement comme diamètre coupe ortho- 
gonalement le lieu géométrique du sommet de l'angle 
droit circonscrit à la même conique. (Steihek.) 

Prenons une ellipse dont le centre est en C; décrivons 
le cercle du'rayon v'o' + ^'i Hbu géométrique du sommet 
de l'angle droit circonscrit à l'ellipse. 

Soit une tangente quelconque AT ; et ÀM le prolon- 
gement du rayon de courbure. Supposons décrit un cercle 
tangent en A à la droite AT, et coupant ortbc^nalement 
la seconde circonférence du rayon ^a* -+- />*. Soit G le 
point de rencontre des deux cercles; on sait que GC est 
Ungent i la première circonférence , dont le centre est 
enO. 

Il suffit de prouver que OA est égal au demi-rayon de 
courbure du point A , ou à 

a" 

-tt ' ■ - . ; i' = CA; fl = iangCAT. 
2 A' sm 9 " 

Or, soit prolongé CA Jusqu'à ce qu'il rencontre de nou- 
vean le cercle en B, On a 
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Détaiitk-iiiiliL-udc AB, on a 



2 b' sin 8 
Ce qu'il fallait trouver. 

La milme démonstration a lieu pour l'hyperbole. I.e 
cas particulier pour la parabole est dû à M. Poncelei, et 
a précédé l'énoncé général de M. Steiner ; il a été démontré 
par M. Gérono (tome II, page i85}. 



8KC0KUB SOUTION BU PROBLËME 3$ 



1 . Ltrrnme. Lorsque deux tétiaèdres ont un auglti so- 
lide égal chacun à chacuD, par superposition ou par sy- 
métrie, les volumes sont proportionnels aux produits des 
arêtes qui comprennent les angles égaux. 

2. TiiÉonÈME. — Si l'on coupe un octaèdre régulier 
par un plan qui y produise la section abcd , on aura 



Sb ?,d 



(Lhv-ï.) 



Démonstration. Menons les diagonales <ic, bd. Les 
téuaèdirs Sncd, Sacb ont un angle solide égal en S; il>- 
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même k-s létiaèJrcs Sbila, Sldc : donc, eu vertu 
If m me, on a 

Sflcrf: Sacb :: Sa.Sc.Srf: Sa.Sc.S6 -.l&el-.Sb, 
Sbda; Sbdci: Sb.Sd.Sa'.Sb.&d.Sc :: S« ; Se. 
d'où 

Saùcd: Sarli ;; S6 +S(/ : Sb, 
Sabcd: Sbde :: Sfl +SC : Se. 



Sbcd' 


=K('™™'' 




.Si + Srf S6 

■So + Sc-Sr 



CcUe proportion donne 

Sa.Sc(St + Srf) = Sé.Srf(Sa + Sc); 
divisant, chaque membre par Sa.Sb.Sc.Sd^ on obtient 

ù-^h = ^ + h '^■«- ■'•■'■ 

ffote. Ce moyen de démonsCraiion s'applirpie à une 
pyramide qaadrangulaîre ayant pour base uu rectauglc 
dont le Q[:ntre est le pied de la hauteur. 

Corollaire I. Soit une pyramide ayant pour base un 
polygone régulier d'un nombre pair de côtés, et dont le 
centre est le pied de la hauteur ; si l'on coope la pyra- 
mide par un plan rencontrant deux arêtes diamétrale- 
ment opposées, en deux points A et A', S étant le somjnet , 

la somme h tt-, est constante. 

SA SA 

Corollaire II. Si l'on coupe un cône circulaire droit 

par un plan, A et A' étant les points d'intersection du 

plan avec deux arêtes diamétralement opposées , et S le 

sommet, la somme rr + En •^*'' fO"stantc. 
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SoHmt BctB' les projections orthogonales de A «t A' sar 
le plan passant par S perpendiculairement à l'axe; on 

aura évidemment ^ + —, constant : donc S est le foyer 

de la projection de la section faite dans le cône snr le 
plan passant par le sommet, et parallèle à ta base [voir 
tome VIII, page 445). 



SOLUTION DE U QUESTIOAi 212 



Ptft H. ESDEHMB (A.), 
Élève du lycée de. VrnalHes. 



Théohéhe. Soit DEF un triangle éguilatéral circon- 
scrit au triangle donné ABC; A, B, C sont respective- 
ment surViF ^ DE, EF. Appelons <f eCy les angles CBE, 
DCA , on aura 



DE = DF = EF = 



n(g. + V-,) 



Si l'on élève en A, B, C des perpendiculaires aux côtés 
du premier triangle éqmLitéral, on formera un second 
triangle éqmlatéral ; la somme des aires des deux 
triangles éijuiîatéraux est 



"^r^-) 
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Démons f ration. Oo a : i", 
BCE=|« — ?; BCF = ^i.+f; MX = '^-^ + >f — -, ; 
ABin{5it+7 — ») 



donc EF a la valeur donnée ci-dessus, et l'aire du triangle 

équilatéral est donc — : — | asinif+ÈsinI ^Ti-i-y — yj l ■ 

i". Supposons que la perpendiculaire élevée en C au 
colé EF soit rencontrée en M par la perpendiculaire éle- 
vée en B, et en N par la perpendiculaire élevée en A ; de 
sorte qne MN sera le côté du second triangle équilatéral. 
Les triangles CBM, CAN donnent 

ècosl^jT +7 — s) 



CM = 

donc 



aCOSip — icosf :stt 



sm g s 
l'aire du second triangle équilatéral est donc 

Ajoutant les deux aires, on trouve l'expression consignét; 
ci-dessus. 
Lorsqup les trois perpendiculaires se rencontrent , 

acosç = icos(^ir+7 — ç)j 
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alors l'aire du second triangle équilatéral est nulle, et 
comme la somme des aires des deux triangles est indé- 
pendante de <f, il s'ensuit que, dans ce cas, l'atre du pre- 
mier triangle est un maximum ; et comme les perpendi- 
culaires font entre elles des angles de i^o degrés, la 
somme des distances du point de rencontre aux sommets 
du second triangle écpiilatéral est un minimum, d'après 
une proposition connue. 



NOTB SUR LES LIGNES BB CeVRBlIRE 

o'APKis M. JOACBIMSTHAL. 

[Journal de M. Crellc, l. XXVI, p. 179; 18.I7O 



1. Leinme. Dans une surface du second degré, pour 
que deux normales se rencontrent, il est nécessaire et 
suffisant que la polaire de la droite qui joint les points 
d'où partent les normales soit perpendiculaire à cette 
droite. 

2. Lemme. Deux droites polaires sont parallèles à deux 
diamètres conjugués de la surface. 

3. Lemme. Lorsqu'une droite est tangente à une sur- 
face du second degré, la polaire est aussi tangente à cette 
surface. 

4. Théorème. Si, par le point d'une surjace du 
second degré , on mène deux tangentes parallèles aux 
axes principaux de la section diamétrale parallèle au 
plan tangent, ces deux tangentes sont tangentes aux 
lignes de coujhure. 

Démonstration. En allant dans la direction d'une de 
ces tangentes , la normale infiniment voisine rencontre 
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celle du point de contact; c'est une conséquent»; des 
lemmes prëcàlents. 

Il ne passe donc en chaque point que deux lignes de 
courbure et de directioa perpendiculaire. 

Observation. Le théorème subsiste pour une surface 
quelconque; ïl faut avoir recours à l'ellipsoïde osculateur. 



IIU m; P«LY(iONB EH PONCTION DES COORDeiVNÉES DBS 
SOMMETS. 

Polygone. Soient J^i, ji; ^njt»; x,,^i;..., jr„, y„ 
les coordonnées des sommets consécutifs d'un polygone 
convexe de n c6tés, et/ l'angle des axes; P étant l'aire 
cherchée, on a 

On parvient immédiatement à cette formule, en décom- 
posaut le polygoue en trapèzes formés par les cAtés, les 
ordonnées et les portions de l'axe des abscisses , comprises 
entre les ordonnées. Pour éviter l'embarras des sigues, 
on choisit les axes de manière à ce que toutes les coor- 
données soient positives. 

Observation. Cette évaluation était connue de Waring, 
qui donne ainsi l'aire d'un polygone inscrit dans une para- 
bole {voir t. IV, p. i83, au bas); cette formule ne paraît 
pas avoir été remarquée. De StainvîHeTa donnée sons cette 
forme symétrique, à la notation près, dans un ouvrage 
devenu très-rare : Recueil de Problèmes r-ésolus par 
des considérations purement géométriques , %l il !'a re- 
produite dans ses Mélanges d'Analyse, p. 668; i8i5. 

Al», dt Malfcmml., I. IX. ;F*ïri«r l85o.; '* 
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rnn SUR liNii steii 

Pas m. TREMOIL (dz ViLi.tFK«Ncn). 
La somme de la suite 

a été dé]h donnée dans ce Recueil. 

On peut encore la présenter très-simplement de la 
manière suivante : 

Ona 






En ajoutant 

- a^ + . . • + a') _ a"*>[n(a 
( 
C. Q. F. D. 



«; — i"'^' -- fa ~m' + ■ ■ ■ + a' ] _ a"*i[n(a — i) — i] 
(a-ij- 
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lieu POUR u RfimimoN ts nombres entiirs m 

Pak h. dieu, 

Docteur te iciancea nnthMiulIqitM et tgtt^ de IHniTonilé (Dijon). 



Soient a, & et c trois nombres entiers premiers entre 
eux, /K^J, et r,, r,, Cj, . . .,r„_,, r, les restes successifs 
formés par la recherche du plus grand commun diviseur 
de & et de a. 

Od démontre que la solubilité en nombres entiers de 
l'équation 

(l) ox+V=±c 

dépend de celle des équations 



de sorte qu'il est nécessaire et suffisant que la dernière 
des équations (a) soit soluble en nombres entiers, pour 
que celles qui la précèdent le soient aussi. 

La condition nécessaire et suffisante de solubilité de la 
dernière équation (2) étant évidemment que 



celle de l'éqnation (1) est que a et i soient premiers entre 
5. 
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eux, el l'on étend t^ctle conclusion aux cas où les coef- 
licieuls de:i: et de ^ auraient des signes quelconques, par 
ui) raisonnement fort simple, qu'il est inutile de rappeler 

r„ètaDt«%alài, si l'on représente par 9,,i/i,...,fo,f,^t 
les quotients de la recherche du plus grand commun divi- 
seur de a et de &, tes équations (i) et (3} peuvent être 
remplacées par les n ■+- i équations 



et si l'on élimine entre elles les n — 1 indéterminées, 
r,,tt,. .,, t„_i, on aura deux équations entrex,yetf„. 
Cette élimination s'exécute par des substitutions suc- 
cessives, et il résulte de la forme des équations (3), qu'elle 
doit conduire à 

et 

i = A (± <■) + *'/,; 

A'ct B' étant des fonctions de tous les quotients 9,, ft,..., 
?/. 1 9»+i , et A et B des fonctions des n premiers quotients 
seulement. 

Or, avec un peu d'attention , ou reconnaît que les coef- 
ficients A el B s'obtiendront par ta règle suivante : 

Écrivez sur une ligne 1 , et rians un ordre inverse à 
celui dans lequel on les obtient, les quotients de la 
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recherche du plus grand commun diviseur de a et de b, 
en exceptant le dernier de ces quotients. 

Répétez, sur une ligne parallèle à celle-là, les deux 
premiers nombres i et q„ ; multiplies le deuxième nom- 
bre g, par le troisième nombre q,^, de la première ligne, 
et ajoutez au produit le premier nombre i de la seconde 
ligne; pias, continuez de In même manière, jusqu'à ce 
que vous ayez autant de nombres sur la seconde ligne 
que sur la première; de sorte qtte si N« et N«+, sont le 
m'"" et le (m-\- ij""' nombi-es de la seconde ligne, le 
suivant sera 

Le dernier nombre calculé pris avec le signe H- ou avec 
le signe — , soivsut qu'il occupera un rang impair ou un 
rang pair, sera le coefficient A; et l'avant-demicr, pris 
avec un signe contraire, sera le coefficient B. 

Quant aux nombres précédents, pris de même avec le 
signe -H ou avec le signe — , suivant leur rang respectif, 
ce sont les coefficients de ± c dans les expressions de 
tt,t^, . . . , t„_i en fonctions de t„\ mais on n'en a pas 
besoin. 

Cela s'applique , avec une légère modification , au calcul 

de A' et de B', et l'on pourrait prouver, parcette voie, que 

A' = ±i et B' = qia. 

Dans le cas où l'équation à résoudre serait de la forme 

il suffirait de changer le signe de la valeur obtenue pour h 
par l'application de la r^le précédente. 

Enfin , si a était supérieur à i au lieu d'tHre moindre , 
on appliquerait le dernier nombre à l'inconnue y, et 
Lavant-dernier à l'inconnue :i:. Exemple : 
785j — ^lijr — 739. 
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Les qootienU fournis par la recherche du pins grand 

nommua diviseur sont 

., ., 4, », 7. ' " '■ 
U faut donc écrire 

., =, 7, ', 4, ■, u 
d'où l'on tire, par U r^le cï-^tessus, 

I, 2. i5, 3a, 143, i^jS. 31». 
Le dernier nomhre éunt de rang impair, il faudrait le 
prendre avec le signe -+- si le coefficient de y éuit positif; 
mais, comme ce coefficient est n^stif, on doit changer le 
signe : on aura donc la solution particulière 

-= = —'75.739- ^ = -318.739; 
d'où 

3: = — a35oo2-i-432^> / = — 129325 +-785/, 
que l'on réduit à 

« = — 157 -t- 432^, ^ T^ _ a8; + 785/, 
en remplaçant t par 399 +1 (*). 



Utmm tLBMEKTAIRS POVB RÉSODIIRS QUBLQIiES QCKSTIOIIS 
SIR LIS MAtlNllS 

(>ur i. II. p. m. Ml. III. p-mii 

Pu M. H. GRILLET, 

' Profeueur de mutliématlqaet ■npérîeiiTca an Ijcée de Brœt. 



Lorsque plusieurs facteurs variables ont une somme 
constante, et qu'ils ne sont d'ailleurs assujettis à remplir 
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aucune autre concËtioa, oa démonirL* facilemeni que le 
produit de ces facteurs est maximum quand tous sont 
égaux. 

En éuUiwant de Douvellea relations entre ces factenrs , 
on ne saurait écarter les limites entre lesquelles peot va- 
rier leur produit ; si donc ils peuvent encore devenir 
égaux, leur produit est alors un maximum. 

Cette remarque va nous permettre de déiemùner les 
maximums d'une expression de la forme 

(,) (.+.)-(*+»)■... {»--xr(6--x)'..., 

où a, £,-.., a\ £',..., désignent des ijnantités positives, 
in,n,...,m', n',.>-ides non]3>re9 entiers et positifs. 
En e0et, considérons l'expression 

dans laquelle A, 6,.--] ^'i l^'i---) représentent des con- 
stantes arbitraires. 

Si nous pouvons trouver des valeurs de A , B , . . . , 
A', B',..., qui rendent constante et positive la somme des 
(m + «+ . , . ~^- m' -h n' . . ,) facteurs du premier degré , 
dont l'expression (a) est le produit, et qui permettent 
d'égaler ces facteurs les uns aux autres , ces valeurs de 
A, B,.,., A', B',.--) donneront, pour l'expression (a), une 
fonction de x, qui atteindra son maximum lorsque ses 
[m-i-n-t-- . .-\-m' -\-n' .. .) facteurs seront tous ^aux. 

Pour que la somme des facteurs de l'expression (i) soit 
constante , il faut évidemment que l'on ait 

f t , pour que ces factenrs soient ^aux , 

4 7 =. ..— r7~= ^T— ■ ■ 
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11 s'agit de trouver des valeurs de A, B,i*., A', 6',..., 
et de X propres à vérilier les équations (3) et (4). 

On peut commencer par clierclier x, et l'équatîoD qui 
en donnera la valeur est facile à former; il suffit de rem- 
placer, dans 1 équation (3), les quantités A, B, . . ., A', B', . . ., 
par (o 4- a:), (b-hx),..., (a' — x), (i' — 3-),..., qui doi- 
vent leur être proportionnelles en vertu des équations (4 ). 
On trouve ainsi 

.'" Je dois prouver que toute valeur réelle de x, tirée de 
l'équation (5), peut donner pour l'expression (a) un maxi- 
mum. En eiTet, portons cette valeur de x dans {a + x). 
(i-t-x),..., [a' — x), (i' — x),..., et donnons à A une 
valeur quelconque de même signe que (a-t-x); les pro- 
portions (4) détermineront, pour B,.--) A', B',..., des 
valeurs de mêmes signes que (b -{- x),..., (a' — x], 

(i'-i),.... 

IVous aurons donc, dans l'expression (a), un produit 
de facteurs dont la somme est constante. Nous aurons 
aussi une valeur particulière de x qui rend tous ces fac- 
teurs égaux et positifs. Leur somme est donc positive, et, 
comme ils sont égaux, leur produit est maximum. 

Les expressions (i) et (a) ne difièrent que par un fac- 
teur constant. Si ce facteur est positif, elles atteindront 
ensemble leur maximum ; s'il est négatif, la pretnièn' 
sera minimum quand la seconde sera maximum. Or ce 
facteur constant est de même signe que l'expression (t) 
quand on y remplace X par la valeur particulière tirée de 
l'équation (5); donc toute valeur réelle de x tirée de 
l'équation (5) rendra l'expression (i) maximum ou mini- 
mum, suivant qu'elle la rendra positive ou négative. 

Il est facile de voir «juc, si l'expression (i) renferme A 
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facteurs différenls, l'équation (5) sera tout au plus du 
degré (ft-i). 

La mëthode précédente peut donner la solution de plu- 
sieurs problèmes. Noua en citerons un seulement, la 
recherche du cône de surface totale maximum inscrit 
dans une sphère donnée. 

Note. L'équalion (5) est la dérivée égalée à zéro de la 
fonction (i). 



mmm is u oussuon m 



Pa« h. javfroid, 

lelier èa tdencei malhématiquei 



■')(>—«')('-'')='>.' 



S(n) désigne U BonuDedes diviseun du nombre n. 
Solution. On s 

!■(■-') =-(' +T+1 + -')' 

•■('-'•)=- ('' + 7 + T+--')' 
l-(.-'')=-(''+7 + f + - ■)• 



('-■') = -(-^ + T"^T 
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Substituant, Dous aurons 



..)+-C*'+*' + ''H 



~!-i--^{JC' + ^ + j:' +...)+.. 



-(a- + *"-f-**' + ...)H 



OU bien , en représentant la première parentbèae par P, , 
ta deniïème par P, , la troisième par P) , . . . , et la n'*"' 
parP,, 

P, contient toutes les puissances de x, P, toutes celles 
de X*, P, tout«s celles de x*, . . . , P„ toutes celles de x". 

Déplus, Pi est multiplié par- 1 P* par-i P| par^v > 
P, par - ■ 

Or considérons le premier terme de P„; ce sera :ç", et 
ce terme ne se trouve plus dans le reste de P„ et dans les 
expressions suivantes P^^i , P>|.i , . . . ■ 

Soit n' un diviseur de n; la suite P„i précède la suite P„ , 
et contient nécessairement x" : en eflet, les termes de P»' 
se forment en multipliant l'exposant de x"' respective- 
ment par 3,3, 4 1 ■ ■ ■ i pBF conséquent , on aura en 
exposants tous les multiples de n', et , par suite, n. Par 
conséquent , le terme af est produit autant de fois que n 
a de diviseurs; et comme x" provenant de P^' est mul- 
tiplié par ~, f il s'ensuit que le coefficient de x" est une 
somme de fractions ayant pour numérateurs l'unité, ei 
pour dénominateurs respectivement chacun des diviseurs 
de n, y compris l'unité. En multipliant les deux termes 
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de chaque fraciion par le produit des dAiominaleim de 
touies les antres , on obtient an numérateur de la fraction 
r^soltante la somme de ions les diviseurs de n, et au 
dâiominateur le produit de tous ces diviseurs, c'est-à- 
dire it} et comme il iaut mettre le signe — devant tons 
les termes , on a bien , d'après la noutiou adoptée , 

C. Q. F. D. 



SUR LBS FWGTMNS SYltnUQUilS; 

Pa> m. Abu TBAHSC»). 



I. — Observations préliminaires. 

La prolisilé des calculs qu'entraîne la théorie des fonc- 
tions symétrifpies a retardé jusqu'ici son introduction 
dans l'enseignement élémentaire. En eOet, l'une des deux 
méthodes que renferment nos Traités d'algèbre exige que, 
pour calculer une fonction symétrique des racines d'une 
équation donnée, on l'exprime d'abord au moyen des 
sommes de puissances scmbables de ces mêmes racines ; 
vi cette transformation peut déjà constituer à elle seule 
une longue opération. Après quoi il faut calculer succes- 
sivement toutes les sommes de puissances semblables, 
depuis ceUcs du premier degré jusqu'à celles du degré le 
plus élevé que comporte la fonction transformée, sans en 
manquer une, puisque chacune d*elles dépend des somme» 
de d^ré inférieur; enfin, substituer dans la fonction 
transformée les valeurs des sommes qu'rile renferme. 
L'autre méthode, dur à M. Cauchy, très-précieuse 'par 
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les avantages théoriques qui lui sont propres, nu fait rien 
gagner sous le rapport de la brièveté. A la vérité, elle 
n'exige pas une transformation préalable; mais, au lieu 
d'opérer sur des symboles sommaloires, comme la pre- 
mière mélbode, elle veut que la fonction proposée soit 
écrite en totalité, c'est-à-dire avec toutes les lettn^s 
a, &,..., h, l représentatives des racines de la proposée, 
ce qui donnera lieu presque toujours a un polynàme 
d'une longueur rebutante. Après cela, si F(j:)^i> est 
l'équation proposée, que je supposerai de degré m , il faut 
construire les m — i polynômes auxiliaires 

Et enfin, à l'aide de m divisions, où les polynàmes sui- 
vants, en nombre égal , 

F._,(/)! F._,(*),...; F,(.}; F,(i)i f[a), 
sont employés comme diviseurs, on parvient à fain^ 
disparaître de la fonction proposée toutes les lettres 
a,i,...,ft, /. 

Non-setJement ces longueurs font obstacle à l'ensei- 
gnement de la théorie des fonctions symétriques dans les 
cours élémentaires; mais, comme elles rendent très-labo- 
rieuse la détermination effective de ces mêmes fonctions , 
il arrive que cette théorie, d'où nous tirons à peu près 
toutes nos connaissances sur les résultats généraux de 
l'élimination, est mise presque infailliblement décelé dam 
la pratique. D'après cela, les lecteurs des Nouvelles 
Annales verront, sans doute, avec intérêt qu'il est pos- 
sible de simplifier très-notablement la théorie en ques- 
tion. U suffit, pour cela, d'étendre convenablement un 
théorème d'algèbre déjà connu , et qui , à lui seul , con- 
stitue U nouvelle méthode par rapport à une classe très- 
étendue do fonctions. 
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U. — Nouvelle méthode pour le calcul des Jonctions 
symétriques. 

Dans une note, insérée à la page 169 du premier vo- 
lume de ce Recueil , M. Desmaret a fait usage du théo- 
rème suivant : Pour avoir la somme des valeurs que 
prend une fonction entière ç(x), dans laquelle on rem- 
place X siKcessivemeni par toutes les racines de l'équa- 

F(^) = o, 
il faut effectuer la division indiquée par l'expression 

\^ . l?v l ; ia somme en question sera le coefficient du 

Y\x] 
terme de ce quotient, dans lequel Fexposant de x est 
— I ; ou bien , ce qui est la mente chose, ce sera le coef- 
ficient du premier terme du reste, si Ton arrête l'opéra- 
tion après avoir déterminé au quotient le terme indé- 
pendant de X. 

En ciTet, comme on a l'identité 

Qà = ^_+_!-+ ... 

¥(x) x — a X— b 
il s'ensuit 

F(*) ~x—a^x—b ■■■ ^ x—a x~b 
où it(x) est une fonction entière; et, dès lors, on a évi- 
demment 

™-" ..<-:, ^"'^'° ""••' : 

Fl«) --W+ FW 

ce qui dânontre le théorème. 

An lien d'employer U division , on peut , à l'aide de 
l'équation F(x)=o, abaisser le degré du produit F'(ar) 91 [x) 
jusqu'à être de degré inférieur d'une unité à celui de cette 
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même équatiun. Pour cela, il suffit de remarquer que, si 
F (jr) = o est du d^ré m par exemple , on peut en déduire 
X", et toutes les puissances supérieures à la m***', en fonc- 
don de af~' et des puissances inférieures. Et alors, le 
coefficient de x"~*, dans le produit F'(x) ffx) ainsi 
préparé, sera précisément ^al à la somme demandée. 
J'appellerai ce second procédé abaissement on réduction. 
Voilà donc un moyen très-direct pour calculer la fonc- 
tion symétrique 

T('') + f(*) + -. ■ + ?(/); 

a, b,..., l étant les racines d'une équation donnée. 

11 est fort à regretier que M. Uesmaret n'ait pas donné 
suite à son travail , puisqu'en présentant le théorème ci- 
dessus, avec toute l'extension dont il est susceptible , il 
en aurait pu déduire une méthode très^énérale et irès- 
expéditive pour le calcul de toute fonction symétrique. 

AUnde justifier cette assertion, on va donner ici la 
marche à suivre pour le calcul d'une fonction dont la 
Arme générale renferme explicitement deux ou trois 
lettres; et le lecteur étendra aisément la méthode au cas 
d'un plus grand nombre de lettres. De plus , je supposerai 
d'abord très-expressémeut qu'il s'agît de fonctions en- 
tières. 

Supposons donc qu'il s'agisse de calculer la fonction 
symétricpie dont le terme général est<f{a, b); c'est-à-^ire 
qu'on veut trouver la somme des valeurs que prend la 
fonction f(x^ ^)> lorsqu'on y remplace successivement^ 
et z par les racines d'une équation donnée Fx = o. Os 
racines combinées deux à deux de toutes les manières 
possibles , la fonction dont il s'agit aura pour symbole 

2i(r,.). 

Il se doit entendre que la fonction algébrique entière 
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if(y,z) se compose de termes dans chacun desquels 
entrent jr et z comme facteurs avec des exposants d'ail- 
leurs quelconques, mais sans que l'un des deux expo- 
sants puisse être nul; car, s'il y avait de tels termes, c'est 
que la fonction proposée renfermerait une fonction symé- 
trique de la nature de celles qu'on a examinées prëcëdem- 
ment, dont le symbole est 

et l'on en ferait le calcul k part au moyen du théorème 
rapporté ci -dessus. 

Donc , pour construire 

je fais premièrement le quotient de F(:r) par x — a, où 
a est censé être une des racines de la proposée. Soit ce 
quotient ^al à F, (x) ; ses coefficients seront des fonctions 
entières de la lettre a , et l'équation 

F,(x) = o 
auia pour racines toutes celles de la proposée , moins la 
racîn<- a. 
C'est pourquoi le coefficient de x~', dans le quotient 

.F,w • 

sera la somme suivante : 

f[a,b) + fla,€)-h... + f{a,l). 
Maintenant, si l'on représente ce coeiEcient par i)j (a) , 
il u'y aura plus qu'à eâèctuer la somme des valeurs 

ce qu'on obtiendra par la division de l'expression 

FW '■ 
ou par la réduction du produit F'(x) '^(x). 
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Si l'on veut calculer la fonction à trois lettres 

J,,{r.:'). 

OÙ l'on doit remplacer^, z et u sDCcessivement par toutes 
les racines de F (x) = o , combinées trois à trois de tontes 
les manières possibles, on construira le polynôme 



FM 



, = F,M, 



fonction entière , parce que a et b sont des racines de la 
proposée; fonction où les coefticients de x sont eux- 
mêmes des fonctions entières de a et b. 

La réduction , au moyen de Téquation F] (x) ^ o , du 
produit \ 

donnera la somme des valeurs obtenues en substituant à 
X, dans 9(a, &, x), toutes les racines de la proposée, 
moins les racines a et i. Le résultat sera une fonction en- 
tière de a et 6, que je représente par i^i (a, &) ; et il res- 
tera à calculer la somme des valeurs que prend la fonction 
^{y, z), lorsqu'on y substitue successivement h la place 
de / et ^ toutes les racines de F (x) = o combinées deux 
à deux; ce qui ramène au cas précédent. 

En résumé , si la forme de la fonction symétrique ne 
comporte qu'une seule lettre', il y a une seule division à 
faire; si elle comporte deux lettres, deux divisions, et 
ainsi de suite. 

En outre , pour le cas de deux lettres , on doi t former 

une fonction auxiliaire — S-i- = F, (x) ; pour celui de trou 
lettres, deux fonctions auxiliaires, savoir, la précé- 
dente Fi (x) , et une seconde ■— i = F, (x) ; etc. 
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Ces fonctions sont celles qu'emploie aussi la méthode 
de M: Cauchy, avec la difTérence que M. Cauchy les 
coostruit toutes, quelle que soit la fonction à calcu- 
ler- Je pourrai faire voir, dans une autre occasion, 
que chacune de ces fonctions auxiliaires peut s'écrire 
oonrammeut, c'est-à-dire sans division et sans passer par 
les précédentes; à peu près comme on écrirait une fonc- 
sion dérivée: ce qui n'est pas indilTérent dans la pratique. 
Enfin, on verra, plus loin, que le nombre, déjà si res- 
treint de divisions à ellectuer, peut encorr; Être diminué 
dans des cas très-éteiidus {-voir ci-après, § V, page 87). 

J'ai supposé expressément des fonctions symétritfues 
enfilères,-maislaméthodeseracomplétée, àcet égard, par 
lé résultat important que M, Serret a donne dans son 
Cours (Tjélgèbre supérieure; savxiir, que toute fonction 
rationnelle fractionnaire d'une ou plusieurs des racines 
d'une équation donnée se ramène, par de simples divi- 
sions algébriques, à une fonction entière. Et comme ce ' 
résultat, combiné avec la méthode ci-dessus, procure 
une démonstration nouvelle d'un très-beau théorème, je 
prie le lecteur de s'y arrêter un instant. 

m, — Démonstration d'un théotème d'algèbre. 
Soit à calculer la fonction 



V tî2 
.^+(*)' 

où le symbole sommatoire s'étend à toutes les racines 
d'une équation donnée F(jr) ^o. On voit d'abord que 
^ (x) et F (x) doivent être premiers entre eux ; sans quoi 
(a somme demandée aurait un ou plusieurs termes infi- 
nis. D'après cela, si l'on applique aux deux fonctions 
F(j:) et^ix) la méthode* du plus grand commun diviseur, 
Ahm. <teN>(hAnd(..(. LX. (Mir>l8âo ) 6 
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on est auttré d'arriver à un reste in^iépeadAst de x, que 
je représenterai par R„. D'autre part, comou on doit 
remplacer x exclusÎTement par des racines de F (x) ^ o, 
on verra bien que tons les reates de r(f>ération du pins 
grand commun div.iseur, et , en particulier, le dernier reste 
B, se trouvent exprimés par le produit de deux foncticuu 
entières, dont l'une est (/i(j;)^ de sorte qu'on a 

6 (x) étant une fonction entière de x : et ainsi la question 
proposée revient au calcul de la fonction symétrique 
entière 

De IJi on peut déduire la démonstration du théorème 
suivant, qne, si<^{x) désigne un polynôme tfuelcoH^w 
du degré m — i , la somme 

étendue aux racines de réquation {de degré m et sans 
racines égales) 

a pour valeur le coefficient de x^~^ dans ^x. 

En effet, le calcul de ^ ^ - - revient , d'après ce qui 

précède, à celui de la fonction entière ^ '^^^ , on 
H, est un nombre avec la relation 
R. = 9(x) f;(x). 
D'oB autre c&té, il résulu de la nouvelle n^hode pour les 
fonctions symétriques que la fonction entière ^^ !^1_L-' 
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sera expriméa par le coefficient de x~' dant le quotient 

». 'fW 

ou , à cause de la valeur de R„ , dans le quotient 

Et puisqu'on a supposé ^(x) du d^ré m — i, la somme 
CD question sera bien, comme on l'a annoncé, le coeffi- 
cient du premier terme de '^'{x). 

Et d'après cela , si tp {x) est de degré inférieur à m — i , 
la fonction symétrique 

étendue à toutes les racines de l'équation de degré m 
F{x) ^ o, sera nulle. 

Ces théorèmes résultent, li IW veut, de la déconqio- 
sition des fractions rationnelles. Mais on sait qae, réci- 
proquement , M. LiouTÏtle, après les avoir éublis à priori, 
en a déduit, avec une rare facilité, cette ni£nie décom- 
position (t). C'est pourquM il y avait quelque intérêt & 
en donner une démonstration purement algébrique. 

IV. — Démonstration d'une propriété fondamentale 
des fonctions yf métriques. 
Le lectemr a pu remarquer que la nouvelle mélbode 
posside, comme celle de M. Cauchy, l'avantage de àé- 
montrer directement que toute fonction symétrique en- 
tière est elle-même une fonction entière des coefficieou , 
sans «ncun ^viseur numérique ; puis qu'on l'obtient par 
de simples divisions algébriques , où le coefficient du 
premier terme dans les diviseurs est toujours égal à 
l'amlé. 

(*) Totr lfn»«tli» Âiuuttei, tome VI, pig« 117. 



by Google 



(84 ) 

Mais il est une antre propriété (les fuuctioiis symé- 
ti-iques entières, propriété dont on fait usage dans la 
théorie de l'élimination, et qu'il faut déduire aussi de la 
méthode rlle-mème. Voici en quoi consiste cette propriété. 

Écrivons l'équation proposée sous la forme 



et si l'on donne une fonction rationnelle et entière des 
lettres/),, pi,.,.,p„, on pourra faire, dans chacun de ses 
termes, la somme des indices des lettres p, en ayant soin 
de compter l'indice d'une même lettre autant de fois ' 
que cette lettre sera facteur. Cette somme faite sera Vin- 
dice du terme que l'on considère. C'est ainsi que les 
monômes 

/'îrPii p,p>i>,; p\p^ 

ont respectivement pour indices les nombres suivants : 

4; 6; 6+ m. 

Cette opération ainsi faite sur chaque terme, la somme 
la plus grande qu'on aura obtenue marquera Vin/lire de 
la fonction. 

Or, si l'on donne la forme générale d'une fonction sy- 
métrique entière à une, ou deux, ou trois, etc., lettres, le 
degré de cette fonction est marqué, comme à l'ordinaire, 
par le plus haut exposant s'il y a une seule lettre, ou la 
plus haute somme d'exposants s'il y a plusieurs lettres. 

D'autre part , quand la fonction a élé calculée , elle est 
exprimée en fonction rationnelle et entière des lettres 
p,, pti ■ ■ ■ , pm- S^tle a donc un certain indice. 

Le théorème qo'il s'agit de démontrer est le suivant : 

L'indice d'une Jonction symétrique est égal à son 
degré. 

Considérons premièrement une fonction symétrique à 
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une soulc lellrc , c'est-à-dire dont le symbole gênerai est 

Comme la forme générale œi {x) ne peut être que ta Minnie 
de plusieurs puissances de x aOeetécs respectivement do 
dirers coefficients , il suffit de Jaîre la démonsttation dont 
il s'agît pour la fonction mon6me 



où A est un nombre. 

Pour obtenir cette fonction , il faut effectuer la division 
indiquée par 

Aj»j -"'+ '4-A(/« — i)y>|T-^"^-HA(/H — a)f,j-^"-' + ... 

X^ -h Pi X^~' ■+■ /'i X^"' + - ■ ■ 

Or, si l'on représente le quotient par 

on aura , d'après les r^lcs de la division algébrique , 
'/r = ~p,qr-. —P,q,-,—. .. — p,q,+ {m — r)Kp,. 
Or, qt étant égal à m A , a pour indice zéro ; donc les 
coefficients suivants, considérés comme fonctions des 
lettres p, 

7, = — ;.,î.-t-A{m -\)p„, 

q, = — p,q,~j>,q. + X{m~ i)p„ 



'A_= —,P< qr-' —■■■, 
ont respectivement pour indices les nombres i , 2 , . . . , r. 
Donc enfin le coefficient de x~' , qui sera repiésenié 
par (j„ , et qui est la valeur de la fonction proposée de 
degré n , a pour indice le même nombre n . 

Il est manifeste que si le coelBeient A ctaîi lui-mi^me 
une fonction rationnelle et entière des lettres /», son indice 
marquerait celui de 1/», et, par conséquent , s'ajouterait 



by Google 



(S6) 
à r pour fonnef celui de q,. Ainsi, l'îadice delà fonction 
symétrique 

sera égal i n -f- n', si Ji' est l'indice de A. 

A l'égard des fonctions k deux lettres, il. suffit paie- 
ment de faire la * démonstration , ponr une fonction 
monftme telle que 

Or, d'après le» rè^es exposées , il faut efleetner d'abord 
U rédnction du produit 

au moyen de l'équation auxiliaire F| (x) ^ o , et vu la 
fijrme de Fi (x) , savoir, 



il sera aisé de voir que cette réduction donnera une fooc- 
tion <^a telle, qu'en chacun de ses tennes le degré de a 
uni àl'indice de )b lettre;» fera une somme égale à n-^n'\ 
de sorte que la réducUon qu'il faudra faire ensuitCr c'est- 
à-dire la réducUon de 

-au moyen de F(j)^o, donnera nécessairement une 
fonction de l'indice ti + n'. 

Cette démonstration s'étendra de la m£me manière au 
cas d'un plus grand nombre de lettres. 

Si l'on opère sur l'équation génL^rale de degré m à deux 
inconnues x ety, les indices des coefficients de x mar- 
quent le degré de chacun d'euT en y. Par suite , le théo- 
rème qu'on vient de démontrer fait connaître* le degré 
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en y de toute fonction symétrique des valeurs 

X|, X„ .. ., Xm, 

qui satisfont i l'équation proposée; el c'est pourquoi ce 
diéorime joue un grand rAIe dans la théorie de l'élimina- 
tion : mais nous pouvons aussi en tirer un moyen d'a- 
bréger, dans certains cas , le calcul des fonctions symé- 
triques. 

V, — Abréviations et exempter. 

Première abréviation. Soit n le d^ré de la fonction 
symétrique. Si n est moindre que m, on peut supprimer 
dans F(x), dans F, (x), F, (x), etc., comme aussi dans 
F'{x), F', (x), F', {x),etc., tous les coefficients dont l'in- 
dice est supérieur à n. Cela résulte manifestement du 
théorème ci-dessus démontré. 

Deuxième abréviation. — A la proposition que nous 
sTims prise pour point de départ, on peut ajouter les 
snirantes, dont le lecteur trouvera aisément la démona- 
tntitm : 

1°. La somme des valeurs que prend la fonction entière 
a.f {&), dans laquelle on remplace successivement a et 
b par toutes les racines de F{x] = o combinées deux 
à denx de toutes les manières possibles, est égale au 
second terme du reste dans la division de F'(x) f (x) par 
F(x) , ce second terme pris en signe contraire. 

a°. Le coefficient du troisième terme, dans le ntèiiie 
reste , ce coefficient pris d'aiUeurs avec s<m signe , 

sera la valeur de Va.i.f(c)-, ceini du quatrième 

terme, pris en signe contraire, donnera la valeur de 

y n.&.e.ç((/), etc., et ainsi de suite. 

D'après cela , si les formes générales ç{a, i), 
f((i,5,i-), etc., se réduisent à a.ifl^), <i.(.<|'(t:), etc., il 
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n'y aura pas deux ou I rois di\'isions à faire, mais lUie seule. 
Et de même, si la forme f{a, l>, c) revient à la suivante 
a'^{l't c), il n'y aura pas lieu d'employer la seconde fonc- 
tion auxiliaire, mais seulement la première; il n'y aura 
pas trois divisions i faire, maîs<^u^ seulement, et ainsi 
de suitu. 

Eu un mot, tonte letlru (|ui entre dans ^(a, ^)---)i 
comme facteur de tous les termes et avec l'exposant i , 
ne nécessite pas une division de plus, ainsi que la mé- 
thode générale semblait l'indiquer d'abord. Elle exige 
seulement que Ton considère un terme de plus dans le 
reste de la division qu'on effectue. 

Troisième abréviation . Comme on ne veut obtenir de 
chaque division ou réduction qu'un terme unique, et dont 
le degré est connu d'avance , on s'abstiendra d'wrire tous 
les résultats partiels dit calcul qui seraient relatifs aux 
ternies de degré moindre, et cette attention simpliGcra 
beaucoup le travail du calculateur. 

Exemple. On demande la déicmunation de 2***^» 
avec l'équation générale 

X- ~f- p,x--' -h p,x--' +j/,x^-'-+. , . = o. 

n n'y aura ici qu'une seule division à faire; on n'aura a 
tenir compte que des quatre premiers termes de Téquatiou 
donnée. On n'écrira rien de ee qui devrait aff'ecter les 
termes du reste au delà du second , c'est-à-dire au delà du 
terme qui est afl'ecté de la première puissance de x dans 
le dividende, après qu'on a supprimé préalablement les 
puissances de x communes à tous les termes du dividende 
cl du diviseur; 
mx' + im— i]p,x' + [f>i--2)pAx' + (m — Z)p, 'x\ x' + p,.v-+p,x+p, 
+ p' I ~i-p.pi I wj;— /), 
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Âiosi le second terme du reste étant — 3 /Di +• /', /'i , 
on a donc 

On vérifiera aisément ce résultat par la transformation 
très-facile de la fonction proposée en sommes de puis- 
sances semblables. Et ensuite le lecteur pourra mieux 
apprécier l'avantage de la nouvelle méthode, en s' exerçant 
sur quelque fonction moins simple, comme seraient 

oùa et j3 sont des nombres donnés, et dont-Ia premièrt- 
aurait exigé dans la division précédente seulement la con- 
servation d'un terme de plus au dividende et au diviseur , 
tandis que la seconde s'obtiendra à Taide de deux divi- 
sions. 

IVota. La méthode ci-dessus exposée, pour le calcul 
des fonctions sjrmétriqnes, a été communiquée à la Société 
Philomathique dans sa séance du ng décembre 1849- 
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P*a M. G.-E. PAGE. 

Mouvement de rotation autour d'un point Jixe. 
!■♦, Lorsqu'un corps ou un système de points liés entre 
eux d'une manière invariable est assujetti à tourner au- 
tour d'un point fixe, on peut se représenter tous ses 
mouvements, en supposant qu'il tourne autour d'nu axe 
rhoisi arbitrairement , ms»îs qui lui est invariablemeni 
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lié tandis que cet a«e iui-mëtnc tourne autour du point 
fixe. 

Or OD obtient tous les mouvements possibles d'un axe 
tel que or {fig. i ) autour d'un point fixe o, en suppo- 
sant qu'il tourne autour du point o dans le pUu roz, 
tandis que ce plan lui-même tourne autour d'un axe 
fixe oz. Cela revient à faire tourner l'axe or autour d'un 
axe on, auquel il reste perpendiculaire, tandis que cet 
axe tourne autour d'un axe fixe oz , auquel il reste per- 
perpendiculaire. 




Pour nous convaincre que tous les mouvements de rota- 
tion autour du point o peuvent être obtenus de cette ma- 
nière, oousidéroDS im système de trois axes rectangulaires 
qui coïncidait primitivement avec celui des trois axes fixes 
oX, oY, oZ {fig. a), et qui est venu dans une posiUon 
quelconque, ox, o^,oz. Pour faire passer les axes d'une de 
ces positions k l'autre , nous pouvons commencer par faire 
tourner le système autour de l'axe oZ , de manière que 
l'axe ox, qui coïncide d'abord avec l'axe fixe oX , vienne 
occuper la position on, après avoir décrit, dans le plan 
YoX, l'angle 7(oX = <j'i puis, nous ferons tourner le 
système autour de la droite on, de manière que l'axe 
mobile oz décrive l'angle zo Z = 6 ^ enfin , nous feitma 
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tooraer le système autour de l'axe oz , de manière que 
l'axe ox décrÏTe l'angle nox = 7. Il est é»ident qu'au lieu 
d'fitre Buccessift, ces trois mouvements peuvent &(i-e si- 
multanés. Cela revient à faire tourner le systtoie autour 
de l'axe mobile oz , tandis que cet axe tourne autour de 
l'axe on , en lui restant perpendiculaire, et que l'axe on 
tourne lui-même autour de l'axe fixe oZ en lui restant 
perpendicul ai re . 




Lorsque l'on connaît la position des trois axes et lenrfr 
longueurs, c'est-à-dire les vitesses angulaires correspon- 
dantes, on peut ^ déduire la position de l'axe instanunc 
de rotation, qui est représenté, comme nous l'avons vu^ 
en grandeur et en direction , par la diagonale du parallé- 
lipipède construit sur ces axes. Lorsque l'on connaît la loi 
suivamlaquellevarielavitesse angulaire relative à chacun 
d'eux , on peut en déduire la série des positions par les- 
quelles ils passent; par suite, la série des positions que 
l'axe instantané occupe successivement dans l'espace et. 
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dans le sysièine mobile. Il en résulte deux surfaces coui- 
qa.es , l'une fixe dans l'espace , l'autre dans te système mo- 
bile; et l'on a une représentation exacte du mouvemeiit, 
en faisant rouler la surface mobile sur la surface &%e. 

Mouvement d'un système entièrement libre. 

15. Lorsqu'un système de points liés entre eux d'une 
manière invariable se meut d'une manière quelconque 
dans l'espace , on décompose son mouvement en un mou- 
vement de rotation autour d'un point pris arbitrairement 
pourcentre,raaisqu'on suppose invaiiablementiié au sys- 
tème , et un mouvement de translation de ce point. Cela 
revient à regarder à chaque instant la vitesse d'un point 
quelconque comme la résultante de deux autres vitesses, 
l'une égale et parallèle à ta vitesse de translation du centre, 
l'autre due à la vitesse de rotation, par conséquent dirigée 
perpendiculairement au plan conduit par le point et par 
Taxe instantané, et égale à la vitesse angulaire multipliée 
par la distance de ce point à l'axe. 

On peut se faire une image du mouvement , en suppo- 
sant qu'une surface conique , dont le sommet est situé au 
point pris pour centre, et dont la forme dépend de la loi 
du mouvement de rotation , se meut parallèlement à elle- 
même d'un mouvement de translation , tandis qu'une se- 
conde surface conique , qui a son sommet au même point , 
et à laquelle le système mobile est invariablement lîé , 
roule sans glisser sur la première. 

L'arête de contact de ces deux surfaces est l'axe instan- 
tané, dont tous les points ont une vitesse égale et parallèle 
à la vitesse du centre. 

Le principe fondamental de cetK! décomposition con- 
siste en ce que le mouvement de rotation reste toujours le 
même, quelque soit )e point choisi pour centre. En clfet , 
soient o {fig. 3) le centre , oh sa vitesse de, translation , 
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oi l'axe iiisiantaiié et u la vitesse angulaire. Pour tous les 
points situés sur la direction de l'axe , la composante due 
au mouvement de rotation est nulle; par conséquent sa 
vitesse est égale et parallèle à ok. Pour un point quel- 
conque m, pris hors de l'axe, la vitesse mR est la résul- 
Untcdedeux composantes, l'une, mp, égale et parallèle 
à ok, l'autre , m^ , perpendiculaire an plan iom et égale 
à Am.u. Toiis les points d'une droite mh, menée par le 
point m parallèlement i l'axe 0(, ont des vitesses égales 
i-l parallèles : car, pour tous ces points, les deux compo- 
santes sont égales et parallèles. Tout point situé liors de 
cette parallèle a une vitesse difTérente; car l'une des 
composantes reste toujours égale et parallèle h oh, tandis 
que l'autre est nércssaircment dilTércnie de niq. 




Maintenant, supposons que le point m soit pris pOur 
centre; sa vitesse de translation est mR. Tous les points 
lie (a droite oi ont une miime vitesse égale et parallèle à oh-^ 
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donc l'axe instanUDé est dirigé suivant une droite mA, pa- 
rallèle à oi. Pour un point Â de la droite oi, la vitesse AB, 
«gale et parallèle à ok, est la résultaoïe de deux compo- 
santes, l'une, ÂC, égale et parallèle àmB, l'autre, ÂD, 
perpendiculaire au plan iom. Or il est facile de voir que 
le second cAté du parallélogramme , dont le premier cdté 
est AC = inR, et la diagonale AB=:mp, sera une droite 
AD ^ale et parallèle à niq^ mais dirigée en sens con- 
traire; d'où l'on conclut que la vitesse angulaire autour 
de mh est égale à la vitesse angulaire autour de oi, et 
dirigée dans le même sens. 

jixe spontané. 

16. S'il arrive qu'à un certain instant la vitesse de 
translation du centre soit dirigée perpendiculairement à 
l'axe instantané, les vitesses de tous les points sont per- 
pendiculaires à cet axe ; car, pour chaque point , les deux 
composantes lui sont perpendiculaires : de plus , il existe 
une droite qu'on suppose liée au système , et dont tous les 
points ont une vitesse nulle. 

Soient o le centre {Jîg- i), ok sa vitesse de transla- 
tion, oi l'axe instantané perpendiculaire è o^; par le 
point o menons une droite ont perpendiculaire au plan kot\ 
et prenons la longueur om telle , que l'on aitonj.cD:=oA : 
la vitesse du point m sera la résultante de deux vitesses , 
l'une, mp, égale et parallèle à oh, l'autre, mq, perpen- 
diculaire au plan iom , par conséquent parallèle à oA , et 
^gale à om.ià = ok. Or nous pouvons toujours porter la 
longueur om en avant ou en arrière du plan iom , de ma- 
nière que la composante ray soit dirigée en sens contraire 
de oh; les deux composantes mp et mq éunt égales et de 
signes contraires, la vitesse du point m est nulle : donc 
tous les pointa de la droite mA, menée par le point m pa- 
rallèlement à l'axe o/, ont une vitesse nulle, et les vitcssrs 
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de tons les autre* points sont les mèiDes que si le ayst^c 
tournait antour de la droite mh immobile pendant cet 
instant. Cette droite prend alors le nom d'*C« spontané 
de rotation . 



Tant que ta vitesse de translation du centre n'est pas 
perpendiculaire à l'axe instantané , il ne peut exister au- 
cun point lié au système dont la vitesse soit nulle. Kn 
efiët , la composante, due à la vitesse angulaire, est tou- 
jours perpendiculaire à l'aTie. Si la composante, due a la 
vitesse de translation , n'est pas perpendiculaire à ce même 
axe, elle ne peut jamais être directement opposée k la 
première ; mais , dans ce cas , on peut toujours chercher 
la droite liée au systime , et dont tous les points ont la 
plus petite vitesse. 

Soidt o le centre, oh sa vitesse de translation , oi Taxe 
ÎDstantanë : la vitetse d'un point quelconque est la résul- 
tante de la vitesse 6k et d'une autre composante menée 
par le point o perpendiculairement à oi'. Cette résultante 
sera donc toujours une droite menée du point o à l'un des 
points du plan passant par le point h perpendiculairement 
à oi; or la li^e la plus courte qu'on puisse mener du 
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point o à ce plan est dirigée suivant oi\ (jui lui est perp'i.- 
diculaîre. Ce qui fait voir que la vitesee minima est di- 
rigée parallclemeut à l'axe instutiani-. Cherchons la droite 
dont tous les points ont une vitesse parallèle à oi:, povr 
cela (fig. 5), achevons le parallélogramme dont ok est le 
premier cAté et oE la diagonale , nous aurons la compo- 
sante oD, due à la vitesse angulaire. Menons ont perpen- 
diculaire BU plan D 01, prenons la longueur ont telle , que 
l'on ait om.ta = oT>, et portons cette longueur de ma- 
nière que la composante rnq soit dirigée en sens contraii'c 
de oD; tous les poinU de la droite mh, menée par le 
point m parallèlement à oi , auront une vitesse égale et pa- 
rall^eàoË. Cette droite a été désignée, par M. Poinsoi, 
sous le nom d'axe spontané glissant, parce que les vitesses 
de tous les points sont les mêmes que $i le système glissait 
le long de cette droite en tournant autour d'elle. 




Il faut remai'qucr que cet axe change à chaque instant 
de position dans l'espace et dans le système mobile. 

Centre des moyennes distances. 
17. Lorsqu'un système est animé à la fois d'un mouve- 
ment de translation et d'un mouvement de rotation , ses 
différents points ont, au même instant, des vitesses diffé- 
rentes en grandeur et en direction. Si l'on projette toutes 
ces vitesses sur une même droite , la moyenne de ces pro- 
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jeciions donue la viiesrfe de translation dans la direction 
de cette droite , et ]a direction suivant laqiielle cette 
moyenne est la plus grande , donne justement la direction 
de la vitesse de translation générale du système. 

Nous allons faire voir que , dans tout système de poinu 
liés entre eux d'une manière invariable , il existe un point 
unique dont la vitesse est toujours la moyenne des vitesses 
de tous les autres points , et dont le mouvement, par 
conséquent, représente le mouvement de translation de 
tout le système. 

Pour cela, nous commencerons par démontrer que 
dans tout système, il existe un point unitjue dont la dis- 
tance à un plan quelconque est la moyenne.des distances 
de- tous les autres points du système au même plan. Pour 
cette raison , ce point est appelé centre des moyennes 
distances. {Nous le retrouverons plus loin sous les noms 
de centre d'inertie et centre de gravité.) 

Nous démontrerons ensuite que, lorsque le centre des 
moyennes distances est pris pour centre de roution , la 
somme des projections sur une droite quelconque de toutes 
les vitesses dues au mouvement de rotation est toujours 
nulle. Lorsque le mouvement du système est décomposé 
en un mouvement de rotation autour du centre des 
moyennes distances et un mouvement de translation de ce 
point , la vitesse de chaque point est la résultante d'une 
vitesse égale et parallèle à la vitesse de translation et d'une 
vitesse due à la rotation. Or la projection de la vitesse 
d'un point est égale à la somme des projections des deux 
composantes; la somme des projections de toutes les com- 
posantes dues à la rotation, étant nulle, il ne reste plus 
à considérer que les composantes dues au mouvement de 
translation. Toutes ces composantes étant égales et paral- 
lèles à la vitesse du centre, il est l'vident que cette viiessc 
fst la moyenne des vitesses de tous les points. 

àia. de Uathèmai.. t. IX. (Mirs iS5o.] 7 
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TBtORÉlES 

Sir r^uliii an curés in lifîénica In ritiiu, A arplint)" 

gi»miit\\u m (aiueau Uigeitieli; 

D'âFBii M. F. JOACHIMSTHAL. 

(JoarnddeN. Crelle, I. XXXIH, p. 371, 1846; en rrançils.) 

1. Sjejnmc. Soit 

(i) oa- + «,x»-'4-ii,*"-'4-...H-fl»_,*" + a^,T+ tf,=:o 

r^fpatiott générale du n""" degré ; représratoDs les ra- 
cîacs par X| , .r* , Xt ,... , :>:„. 

Soient F une fonction symétrique entière di's raeinea, 
et j:^ la puissance la plus élevée de x, dans celte fonction; 
a'F est une fonction entière des coefficients a, a,, atv-i 
de l'étjuation (1). 

Démonstration. On sait que F est tine fonction mtii-re 

des quotients— ) — )■■■) '; si l'on remplace ces quotients 

par les combinaisons de racines, on retrouve identique- 
ment la fonction F. Dans ces combinaisons, chaque ra- 
cine n'entre qu'au premier degré ; l'identité exige donc 
qu'il n'y ait pas un produit de plus de A de ces quotients : 
donc a~* est la plus haute des puissances négatives de a; 
donc , etc. 

Observation. Dans les ouvrages élémentaites, et même 
dans V Algèbre supérieure de M, Serret , on suppose 
presque toujours a = i\ c'est une simplilication à éviter: 
en particularisant, on ne raccourcit qu'eu apparence. 

2. THÉoaiME. Le dernier teniia de l'équation aux car- 
ris des différences des racines de l'équation ( 1 ) étant mu/- 
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t^'é par à' '"~*' , est une' fonction entière des coeji- 
dents de cette équation. 

Démonstration . Représentoo* ce dernier terme par A^ ; 
on a 

"f"- 
= {*.-:r.}-(*,-*,)'...(*,-T,)'('.-'.)'.-.('-,-«.)'(-l) * 
Dans cette fonction symétrique, la plus haute puissance 
dexi est a(n — i); donc, d'après le lemme, etc. 

3.-N0US représentons parLla fonction entière a* '"^''^n, 
de sorte que L = a* '''~' ' A,. Soien t B„ l'ensemble de tous les 
termes qui renferment a„, et P les termes restants ; on a 
donc L = B„ + P. Si , dans cette identité , on fait a„ ^ o , 
B, disparait et P ne change pas ; il est donc ^b1 à ce que 
devient L , lorsqu'on y fait a^ = o. Alors , une des racines 
de l'équation (1) devient nulle, et cette équation se réduit 
à celle-ci : 
(a) axf'-'-t-a,x^'-t-...-{-aa-,X'i-aK-, = 0. 

Supposons que Ce soit la racine x, qui ait disparu, et 
représentons par A„_, le dernier terme de l'équation aux 
carrés des diâérences des racines de l'équation (a). Soit 
\ et L' ce que deviennent A„ et L , en y faisant x„^=oj 



et 

L' = «= < — ) {a^.y i^, = (a^,)' L, , . 

donc 

L = B,-t-(«,^,)'L,. 

Si dans Li nous représentons par Ha^i tous les termes 
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(ie L, qui renferment a„_i , on irouvei'a <lv mi^inr 
L,=B,_, +(a^,)'L, ou L, = rtn''-»4,_,, 
et ainsi de suite. En poursuivant , on parvient à 

U-,= B,-t-a\U-,; 
L„_t se rapporte à l'équation 

lue' •+■ a,x -H tf, =: o. 
On a évidemment 

donc 

et, en remontant, ou trouve que L renferme le terme 
(an_, a._i ... a,)', multiplié par l'imité positive. 

4. L'expression L restant la même, en changeant dans 
les deux séries 



on a donc aussi 

h = A-ha',U, 
où A renferme tous les termes qui contiennent a , 

L. = A,+a;L,, 

où A, est l'ensemble des termes afiectés de a, , et ainsi 
de suite. 

4 bis. h=: o'est la condition pour que l'équation (i) 
ait au moins deux racines égales. 

Applications géométriques. 
5. A, 6, C étant trois points en ligne droite, repré- 
leurs deux coordonnée» respectives par =-i — ; 



i.vCoogIc 



( ■- ) 

-1 -; -ï -1 on Z, z, c représeutent l'unité, et tpi'on 
adopte en vue de l'homogënëité (voir tome Vil, page 5). 
Posons AB^ r, AC = p, nous supposerons que le quo- 
tient - est négatif, si A est entre B et C, et positif dans lo 
cas contraire ; on a 

X-^_T— £_'■. 

X — «"Y — *~p' 
d'où l'on tire 

X(p-r) = p,-™, Y(p-p) = pr-^*. 
En joignant à ces équations l'identité Z(p — r) = pz — rc, 
l'équation de la droite passant par les points B et C est 
déterminée par ces trois équations : connaissant -, -, -, -, 

et le rapport - , < 

quelconque A. 
Soit 

(3) t(X, Y, Z) = « 

l'équation d'une oourhc algébi-iquc de degré », rendue 
homogène au moyen de l'introduction de Z. 

Pour trouver l'intersection de cette courbe et de la 
droite indiquée ci-dessus, îl faut remplacer X, Y, Z par 
leurs valeurs, et, après avoir mtiltipliépar {p — rl'jon 
obtient 

(4) f[fx — ra, p/-rfr, ps~«r] = o. 

Développant , par le tliéorème de Taylor, suivant les 
puissances de p et de r, on obtient 
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Cette équation fournit les diOërentes valeurs de - par 
lesquelles les n intersections de la droiu et de la conri» 



détenninée*. On a : 
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Les expressions p, Pn pt, ■■■■, p,i sont des degrés n , 
H — I, n — a,.,., o, par rapport aUT quantités jr,j', z, 
et des d^;rëa o, i, a,3,...,n, par rapport aux quan- 
tités a,b, c. L'équation p^oest la même que réquaUon 
de la courbe. Si l'on tire du point C(a, b , c) tontes les 
tangentes possibles dont le nombre est n{n — i), les 
points de contact sont sur la courbe du n — i""' d^ré 
p, =o. Si l'on tire du même point C des tangeutes à 
celleH^i , les points de contact sont sur la courbe du - 
n — 1"°" degré /», = o , et ainsi de suite. On a nommé 
CCS différentes courbes ^nemi'è/iî, seconde, etc., polaire 
de la courbe donnée, par rapport au point a, h, c. 

Si l'on choisit les deux points B et C de manière que la 
droite BC devienne tangente, detuc des racines de l'équa- 
tion (5) seront égales. Désignons par L ^ o, conmie ci-des- 
sus, la condition à laquelle doit satisfaire l'équation (5); il 
est clair qu'en posant constantes les coordonnées a , h, c, 
ei variables les coordonnées ar , j', z , la condition L = o 
donnera tous les points qui, avec le point a, i, c, dé- 
terminent les tangentes à la courbe, c'est-à-dire l'équation 
L = o représente l'ensemble des tangentes qui passent par 
le point [a, h , c). 
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C'est le ihéorètne de M. Cayley (voir tome Vm, 
page tiy)f et qu'on trouve dins le tome XXXIV du 
Journal de M. Crelle, imprimé svant le tome XXXIII. 

6. Soit 



une couii>e algébrique de degré i en x,j; z, et posons 



dy dt ^'-' 

a^' + b^ + c,^ 



= /<.+. ; 



Pi+t et pi^t sont de degré i — i et i — a. Soit une autre 
courbe algébrique donnée par l'équation 

(7) R=Up, + V(;.^,)* = o, 

U et V éunt de» fonctions quelconques de x^jr-, z : celle-ci 
et la courbe pi = o aiut>nt i {i — i) tangentes communes 
passant par {a, b^ c). En effet, pour qu'une tangente à 
la courbe (7) passe par a,è, c^ les coordonnées du point 
de contact doivent satisfaire à la condition 



, / rfV .rfV rfV\ 

+ .,„,,„y + f;+, (^a - +i — + c^ ) = o. 

Mais les intersections de />,• = o et pi+i = o satisfont à 
cette condition ; ce sont donc i (i — i) points de conUct, 
tels, qu'en menant les tangentes à la courbe (7) , les tan- 
gentes passent par (a , i , c); mais ces interseclîons sont 
»nr la courbe même (7) , etp,+, = o indique que ces Un- 
f;entcs sont aussi langrntes à />, ^^ u. 
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7. Soil L := o l'équation des tangentes issues du poini 
(a, b, c) àla courbe du n*'"" degré, de sorte que L est de 
degré n{n — i) ; on a vu plus haut (page loo) que L 
peut se mettre sous la forme p\]-t-p', L, [voir l'équa- 
tion (5)] , et p, est de degré n — i : donc L, est de d«gré 

«(«-.)^a(/.-i) = (™-,)(«-a); 

de même, Li peut prendre la forme ;>, U| -+-pî L,, oùL, 
est de degré (ra — 2) {n — 3), et ainsi de suite. On a donc 
le théorème suivant : 

Lesn[n — 1) tangentes à une courbe p = o du n'*"" de- 
gré, çui passent par un point C , ont leurs points de con- 
tact dans une courte pt = ode degré n — i ; elles coupent 
la courbe en «'{« — i) — 2 (n—i)n =n{n — i) {n — 2) 
noutvaux points qui sont sur une courbe L, = o «fe degré 
(n — i){n — 3) \ les courbes L, etpi = (>ont(n — i)(fi — a) 
tangentes communes qui passent par le point C. 

8, Exemple, n ^ î. 

p =/(j:,j-, «) = «'«' + 4V-|-c'b'-|- î.ir'j' -^Itl'x't 
-\-iey'x -4- le-yU + 3yi«i -t- S/'ï'j' + &gxjrz , 

fi = 3/ = Siiio'x'-t- 0-' +>' -*- »«r» H- a rf'ar H-2<irj-) 
-t- 3 A{(ir' -h *'_j-' +/'*' 4- a*"/» + 2y«i -f ae*)"} 
-h 3c(rf'*' + «y + c"*' 4- a/'/* + 2/m; + a jr^r). 

;^ = 6/,=6fl'(a'.c-j-rfj + d'.)+6è'(M + A'j-«-f'*) 

+ 6c'(A +/V+ ^*) + .aM^x+s-r +/'<} 

+ ii.ac[d' j\+ gy -\-Ji)+ \:tab{dx -\- ey -\-gx), 
;),= 6/ = 6 a' a' + 64' i' -H 6c' c^ -H 18 «ii'ft + iSrf'o'c 

4- i8pi'c+i8ff'i-=ff4-i8>'a + i8/'c'*-(-36grfl*c. 

Les ex pressions y, fi ctft se transforment les unes dans 
les autres par un changement des lettres x ^j, z et a , & , c ; 
ce qui 11'est qu'un cas particulier d'un théorème général. 
I^s équation s y^ o, y, = o, _/, =: o sont rrlles de la courbe 
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et de ses polaires. L'équation (5) devient 



et L ^ o devient 

(A) {^> -//)'- 4(/;-^o(/i -//:) = o- 

Telle est l'éqoation des tangentes qui passent par le point 
fixe (a , b, c) : pour trouver les intersections de ces tan- 
gentes avec la courbe , il faut combiner cette expression 
avecy^o; alors cette équation se réduit à 

/;(-3/î+4//:) = o. 

Le facteary * = o indique que les lignes représentées par 
l'équatïoQ (A) sont tangentes à la courbe; les autres 
iatersectioas sont situées sur la conique 

On voit que la conique B et la polaireyi = o ont un double 
contact , et que la corde du contact est la polaire ft^o; 
maisen tirant les deux Ungentesde (a, £, c) à la courbe 
y, =: o , on sait que la corde de contact est aussi y, = o ; 
d'où le théorème suivant: 

En tirant tTun point C six tangentes à une courbe 
du troisième degré, les points de contact sont situés sur 
une conique P \ les tangentes coupent la couibe en six 
points situés sur une conique Q ; les coniques P et Q ont 
un contact double, et les tangentes communes passent 
par le point C. 

La première partie du théorème est connue ; mais on 
n'avait pas encore l'équation R de la conique Q. 
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inuoeiupiuB ("•). 

LiBBB JeSOD Ol&M, SEU FtJND&MENTUM HUKDI , OpUS aS- 

tronomicum celeberrimuni auctore B. Isaac Israeli, 
Hispano , ex manuscrîplo deauo edidenint , textum 
emeodaruDl , notas adjecenmt , nec non TcrsioDem 
epitomariam vernaculam curaYerunt B. Goldberg 
et L. Itosenkranz, Poloni. Seciio priorj BeroUni, 
1848; sectio altéra i Berolini, 1846. Tjpis Komegii. 
Dans le xiv' siècle , la science et ta tolérance régoaient 
eD Espagne avec le malioinétismc. L'université talmu- 
dique de Tolède éuî t très-tlorissao te . Dans le reste de l'Eu- 
rope, l'ignorance et l'intolérance régnaient avec le catho- 
licisme. Le célèbre Rabbi ^ischer quitta Rottemboorg , 
en i3oo, avec toute sa famille , et s'enfuît à Tolède, où il 
devînt clief d'école. Parmi ses disciples , se trouva Isaac, 
Jeune Espagnol de la noble famille dite /troeft'. Il excellait 
dans tes calculs astronomiques. Ascher engagea Isaac k 
composerun ouvrage pour expliquer théoriquement la for- 
mation du calendrier judaïque, calendrier d'une compli- 
cation si extravagante, que te calcul du nombre de jours 
écoulés entre deux événements est une opération pro- 
lixe, exigeant un calculateur exercé ; tandis que dans le 
calendrier grégorien un élève d'école primaire peut faire 
cette opération en quelques minutes (^^). Obéissante t'in- 

(') Tout II» oun-agcs annono» du» lu NonvUts AMKAUt éc Maihé- 
nufifori te trouvent chei M. biCBUisk, libraire, quai da AUQUilin* , 
n»55. 

(") Ce criendrier (grégorien serait un modèle do limplicilé, si l'on 
■Tait rendu liie la ftle patcale. On ne l'a pas bit, par animoaiM contre le 
judaiime; on ne TOulait pas que le> deux f£lo> puuenl coïncider : but 
antisocial qui n'osi mAmc pas romplctcnient alleinl. 
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«îuiion de son malti'e , Isaac écrÎTil en Wbreu le Jesod 
Oiam. Après avoir donné succinctement les principaux 
théorèmes de la géométrie et des deux trigonométries , il 
expose les révolutions des corps célestes , dans le système 
géocentriqne. A part quelques excentricités, lorsqu'il 
s'agit de faire concorder avec la science certaines asser- 
tions bibliques ou lalmudiques (on n'est pas impunément 
théologien), Isaac montre partout un esprit clair, exact, 
méthodique j ce qui explique la haute réputation de cet 
ouvrage qui a été cité récemment en France , dans une 
discussion historique , au sujet de la variation lunaire. 
Une première édition , publiée anssi à Berlin en 1778 par 
BaruchSklovr,cst fort défectueuse. Celle que nous annon- 
çons, faite avec grand soin, est d'une parfaite exécution. 
La seconde partie, renfermant la qnatrièm.e et la cin- 
quième section, les pins intéressantes , a paru en 1846. 
On la doit k M. Cassel. Les trois premières sections ont 
paru eu i848. Le teste hébreu est précédé d'un résumé 
des chapitres , en allemand. Il est à regretter qu'on n'y ait 
pas joint une traduction complète, soit en latin, soit en 
français. L'ouvrage est terminé par cinquante-neuf Tables 
astronomiques et quatre planches relatives aux prélimi- 
naires géométriques et trigonométriques , matière des 
trois premières sections. 

Parmi les nombreux souscripteurs k cet ouvrage , assez, 
cher, on lit les noms de MM. de Humboldt, Jacohi , Di- 
richlet, Borchardt, Ideler, etc. Si l'on pufiliait un sem- 
blable ouvrage en France, nos savants les mieux rentes 
s'empresse l'aient les premiers à ne pas souscrire, et cela 
par un motif très-pieux : l'Évangile dit qu'on ne doit pas, 
aju'on ne peut pas servir à la fois deux maîtres, Dieu 
«( Mammou (*}. Or nous sommes devenus très-évangé- 

(') Mot «ram*ooqui si^ifle de l'nrGent iDonna^ : ar^finifiini li/rMHiM. 
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lîques, nous uc servons (|u'un maître. Ce ^i'éctt;ux ouvrage 
(l'astronomie du moyen âge C3cîsie-t-il à la Ëibliolhèquc 
asironomifjue de l'Observatoire national? Le doute est per- 
mis. Quant à la Bibliothèque nationale , le doute n'est pas 
permis ; le livre n'y est pas. Cet établissement a la préten- 
tion follement impossible d'accumuler dans un local 
Jini le nombre indéBnimeut croissant des producUons 
de l'esprit btunain , et toutefois on ne rencontre, dans le 
personnel, ni géomètres , ni physiciens , ni naturalistes, 
ni médecins,etc.,enGnaucan homme voué spécialement 
à une de ces sciences. Si l'on veut s'obstiner à ne pas éta- 
blir séparément des bibliothèques spéciales ; si l'on veut 
s'obstiner à conserver une bibliothèque universelle età 
faire croître sans cesse ce monument fatalement voué au 
chaos et au désordre ; en cet état de choses , on devrait 
charger officiellement les cinq académies d'indiquer cha- 
que année les ouvrages étrangers à acquérir, par voie 
d'achat ou d'échange ; mesure simple, qui, par consé- 
quent , ne sera pas adoptée (*). 

LIMITE SUPtlUURfi SES RACINBS POSITIVBS 

P*a M. MOURGUES, 

ProfeuCDT an Ijcée de Mtrteillc. 

1 . La solution la plus expéditive et la plus immédiate 

est donnée parla formule n- ^, S étant le coefficient né- 
gatif majeur, et m le degré du premier terme négatif 
Mais celte formule a l'inconvénient de donner en général 
une limite beaucoup trop élevée. II s'agit de la rendre 

(■) La démonslralion des'réicbres tormulos Pa»cale» do Uaiiss o'esl 
pas encore <vnnuo en france. 
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plus avantageuse par une modification qui consiste à 
remplacer S par un nombre bien plus petit , n la forma- 
tion duquel concourent tous ou presque tous les coeffi- 
cients de l'équation. 

3. Lemme. Pour toute valeur de x supérieure au 
nombre positif a, on a la relation 

^'t'.ff'! :''' ■• + '^-^+f-^ < Wg"-t-P'Tf-H...-t-Ra'--+Tn' 

■tf -^ X' -i- . . . -h- ^ ~\- jf = a" -h a 1" + ... -ha' -r a' ' 

1, p^. . .r, t étant des nombres entiers positifs décrais- 
sants , et N, P, . . . ,R, T, des nombres positifs tels, que 
chacun â%nx soit au moins égal à celui qui le précède. 

Démonstration. On a d'aboi'd 
Njt" + pTf _ Hfj:--H Jf )H-(P— N1.rf _ P— K 

x* +X'' ~ J- + *>■ ~ J*'' -H I 

Or, pour X positif et croissant , cette dernière quantité 

est constante 

pour x]>a, 

Hx' + lfxf <Ka' + Pff^ 



x* +xr = tf-i-aP 
Si maintenant nous supposons démontrée la relation 

yx- -h p.xF + . ■ . + RJ^ < H^t°4-Pnf-^..■-^Rfl' /— 4^ 

!• ~h xF -\- . . . + X' = a'-i-al' + . ■ ■ ■^a'' '~ 
ou 

»iT"-t-Vxf-*- \-^x'^A.(x" + xP + . . .-h-l'}> 

nous aurons 

X" + Xf^ ,,.+x'-i-x' = X'A-lXP + ... +x'~h^' 

<:_ A.(x'+xl'-^-... + x'+x')-\-(T-~A]x' 
= x'--hxr-i-...~i-.T'-i-.i-' ' 

<j^ ' T-A 



by Google 



Or A est au plm égal à R et, par suite, au plus égal 
à T, puisque sa valeur est l'égale ou une moyenne des 

fractions ^ales ou croissantes — -■, -T^^""< "^' "*""^ï 
j)our X croissant à partir de a, U dernière quantité aéra 
consUnte ou décroissante. P«r suite ,' 
Wj;'-t-P^>'4--.+ Rj'--t-Tx' < Wa-+Paf+--4-Ba''+Tff' 

x"-i-xf-t-...-i-x' + ^ = «' -\- nf -i- . . . + a' -i- a' 

comme on voulait le démontrer. 
Si l'on pose 

la relation pourra s'écrire 

Iijf+PxF-^-...+ B.x'+Tx' _ K(x° + j:''+. -.+ *'+ ^)- 

3. S(Mt une équation où les signes des termes n^aUfs 
sont mis en évidence : 
j-4.Cj^-t-Hx*— N*"... — N^x/-...— N,.ir'...~N,x'...=o. 

Si les nombresN, N^, ..., N„ N, ne sont pas tels, que cha- 
cun d'eux soit au moins égal à celui qui le précède, en 
les remplaçant par des nombres î> ,P,- ■ • jH-» T, remplissant 
cette condition, on augmentera la somme absolue des 
termes négatifs pour une valeur quelconqae positive dex. 
Donc on aura une limite supérieure des racines positives 
de la- proposée dans toute valeur de :t:, à partir de laquelle 
aéra satisfaite la relation 

a- + C*' + H X* > N.T" -HP*' + . . . H- R J^'-f- T*'. 
Or cette relation sera saùsfaite par toute valeur posi- 
tive de x, supérieure à ~ 2, qui satisfera aux suivantes : 
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*"H-C* 


■+Hif'>K(^ + ^». 


.. H-x'+j:'), 




>K(.r-+;r-'. ..+» + ,), 




>-'-=^' 






>'^Bl' 




*■- 


—' +Cjf— ■ -f-H*-"-' 


>i^' 


('■-■ 


)— -- ' + Cfl^"-' + Hfl* 


-->,-êi. 


('- 


1) — + Ca— ■ + Hfl* 


—■>K, 



*>H-^K-C<i^- 

Une limite supérieure des racines positives est donc le 
nombre qn'on obtient en donnant à a tuie valeur quel- 
conque, non inférieure à 3, dans la formule 



1= ■ -r/"'-^""-- .H-B.- + 



> éUnt le premier coefficient négatif , et P, Q, . . . , R, T, 
les autres coefficîeuls de même espèce , ou ces coefficients 



4. Dans les applications de cette formule , on commen- 
cera par faire a égal à 3 ou à 3. Si une pareille substitu- 
tion donnait pour L une valeur assez élevée, on rempla- 
cerait a par l'un des nombres 4t S)->-t8,9, io,qui se prê- 
tent à un calcul rapide, La limite serait ainsi abaissée , 
car, en vertu du lemme luï-mème, K diminue quand a 
augmente. 11 reste constant dans le seul cas où N est le 
coefficient négatif moyen, caralorsP*=P. ..= R=T, et, 
par suite, K.^N. 
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Exemples : i"- 

x^ -i- 10 x' — i2j' — 4^*' — 5oi 



, .,/ .n«-H-48»'-l-5o»+5 



^\/r 



:+63^—5x^ — ii3:'+lSx' + 3Gx'— li5n-48=:o, 



V «■ + «'+! 

/l22_fi- 



^\/t- 



-V^ 



-6=4. 



5. Jusqu'à présent , nous n'avons pas tenu compte des 
termes positifs compris entre les termes négatifs extrêmes ; 
mais on peut les mettre à profit pour diminuer les coeffi- 
cients des termes négatifs qui les suivent ; deccLtcmauière. 
tous ou presque tous les coefficients concourent à la forma- 
tion de la limite. C'est ce qu'indiquent les exemples sui- 
vants : 

l". 
x* — 5j^' — i3a' — ;2,t"— 5.'' — 20 J.' — 27 j;"— iS.c'H-i =0. 



i.vCoogIc 



{■i3J 
En scindant 5 j:* en deux parties, ix'-+- 3x', l'^quaiion 
peut s'écrire 

-S*»— i3«'— i3«« — (ao — a*)*' — (37— î*')*" — 15 j;'-l-i = 
Pour toute valeur de x supérieure au nombre positifs, la 
somme des termes négatifs sera inférieure k . 

5j:" + »3 i'4-ia«' + (ao— 2a)*'-H(a7 — 3a');C-i- i5 :c». 

En donnant à a une valeur particulière, a ou 3, certains 
coefficients uégatifs dans la proposée se trouveroui dimi- 
nués, et, par suiie, la valeur de L, où il faudra donn^ 
à a une valeur non iofiTieure à 3 et à et. En faisant « = 3, 
01 rt = a, on trouve L=: 10. * 

a", 
4* — ^■ — 2x" + 4-'^— ^j' + ax' — 8i'-f-5*— 40 = 0; 
elle peut s'écrire 

*"_^T_a;t'+4*'— 3j» — (8 — 3j:) j:»— {40— 5r) = 0. 
Pour X supérieure à « ~ I , ,r' détruit — 3x*, 

8 — 2a:<8— 20., et 4o — 5x<4o— 5a; 
U somme des termes négatifs est donc inférieure k 

j:' -J- 2 ** -f- ( 8 — aa] j' + 4o — 5«. 
En faisant « = a , puis a^ a dans L, on aura L^ 3. 

6. Scolie. Il pourrait se faire que, pour une valeur 

dea ^a, laquauliléK — Crt'-""' — Ha*— ' fût, dans 

certains cas, inférieure à — 1 et même inférieure à zéro. 
Alors, la dernière inégalité 

[.r— 1)— >K — Ca'-—' — Ba^-^- 

serait bien vérifiée pour toute valeur de x supérieure à a ; 
mais cette inégalité n'impliquant la première qu'à condi- 
tion de considérer des valeurs de x supérieures à a , c'est 

Amn. de Maihénu,!.. I. IX, (Man iB5o.) 8 
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le nombre a lui-même qu'il faudrait prendre pour limite 
dans ces circoustauces. 

7. Nous terminerons ces considérations sûr nne limite 
supérieure des racines positives , en posant une règle qui 
permet, dans plusieurs cas, de reconnaître, pour ainsi 
dire, à vue, que la limite supérieure des racines positives 
est l'un des petits nombres a , 3, 4 t dont on peut, en 
général , se contenter. 

Soit une équation , où les signes sont mis en évidence , 
*"-)-Cj^ H-H«*— N*"... — s*-... =o, 
S désignant le coefficient négatif majeur. 

Une valeur de X ~ a sera une limite supérieure si, pour 
toute valeur supérieure , on a 

donc a ~'f sera une limite si, pour des valeurs supé- 
rieui-es de x , on a 

rt--"-' *"+' + Co*-"-' *«+' + Ua*-'-' x»*i > Sa^', 

fl— — > + Ca^*~' ■+■ Ha*-^' > S. 
De lit cet énoncé : 

Le nombre a, non inférieur à ^, est une limite supé- 
rieure- lorsque le coefficient négatif majeur ne dépasse 
pas la somme des premiers termes positifs, après renuila- 
cement de x par a et soustraction faite aux exposants 
lie l'exposant plus un du premier terme négatif. 
Exemple : 

.r' + Soj;' — 4a,r»— 49'"— Sax—Sp = O. 
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La règle donne 

a + 5o >» 5a ; 
donc a est une limite supérieure. 

Ici , comme pi^ëcédemment , on pourra profiltir des 
Lermes positifs compris entre les termes uégatifs extrêmes 
pour la correction de termes négatifs suivants. 
Exemple ; 
j'+iBif — i3 j'— i6a' + a^' — 20**— 27:r*— i5i' + 8a; — 4< = o 

On peut mettre cette équation sous la forme 
j'-i iS.f— i3j;'— i6x' — 20*'— (15— x'jx"— iSj:- — (4i-8*) = 

Or, pour toute valeur de x supérieure au nombre positifs, 
la somme des termes négatifs est inférieure à 

i3*' + le** -+■ M** + (27 - «•)> + (5^' + (4i - 8«)- 
Pour a := 3 , le coefficient majeur est ao. 
La règle donne alors 

a -h i8>20. 
Mais les valeurs de x considérées étant supérieures, 
d'une part, â « = 3, et, d'autre part, devant être supé- 
rieures à a , on ne peut pas donner à a une valçur infé- 
rieure à 3. Ce nombre 3 vérifiant Tïn^alité , il est une 
limite supérieure des racines positives. 



Le lecteur attentif aura remarqué facilement une 
inadvertance qui mène à une conclusiijn fausse. Le cercle 
osculatetir en A ne peut passer par B. Nous verrons 
procbaiuement que l'équation du troisième degré a tou- 
jours trois racines réelles. 
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mmm u u «uïstion îh 



Pai m. E. CLERE, 

Inf^^eur de« PodU el Chanuéet. 



Trouver des nombres rationnels qui satisfassent aux 
équations 

Retranchons la seconde équation de la première, il 
viendra 

Supposons^ décomposé en deux facteurs p, q, 

alors 
Posons 
on en tire 



Actuellement, la condition que xdoit aussi être ra- 
tionnel va nous permettre de faire disparaître l'une des 
indéterminées p, q, de sorte que nous aurons x^y, z, u 
exprimés en fonction d'une seule indéterminée. 

Pour ccda, substituons les valeurs de v et de s dans 
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la première équation 

_^._ 4 + 4y'+f' 

Pour que x soit ralionnel , il faut que 

4 + 47*+/*' 

soit un carré parfait, ou que 

47' = 4/'% 
alors 

On a alors , pour valeur des quatre 



En donnant à q une valeur rationnelle quelconque , 
onaurades valeurs rationnelles de x, y, z, u. Et si l'on 
veut avoir des valeurs entières pour ces inconnues, il 
sufBra de prendre pour q un nombre pair. 

11 est d'ailleurs évident que Ton pourra prendre le 
«igné que l'on voudra pour x, ^, z,u. 

?fote. Le Lïlavati dont cette question est tirée, donne 
les solutions suivantes : 






by Google 



( "8) 
pour des nombres rationnels , et 

a: = 89'-f-l, y = Sq' 

pour des nombres entiers. Cette dernière partie de la so- 
lotion s'accorde seule avec la précédente , par la raison 
qu'en faisant y^pq , on suppose tacitement qu'il s'a- 
git de nombres entiers; Undis qu'il faut rendre a^'-f>(i* 
un carré parfait par les méthodes connues, sans la décom- 
position en facteurs; faire, par exemple, 
aj-' + a'={a + (j)', etc 



KXERCICBS SUR UN SYSTÈME BB QGATRI POINTS EN UGl» 
MOITE; 

fti M. G.-J. DOSTOR, 

Docteur èe sdence» milhémaliques. 

Les quatre points en ligne droite sont désignés par les 
lettres respectives A, B, A', B*, et les milieux des dis- 



tances ÂA', 


BB', p.r 


«et, 


p. 






(') 


AB-)-BA'-t-A'B'+B'A(* 


l=o. 




(^) 


AB.A'B'-f-AB' 


.BA' 


— AA'. 


BB' = o 






jS' 


— A'B'' = 


(AB 


' — BA 


■)(AA'- 


•BB-), 


(3) 


JS' 


— BÂ'' = 


(AA' 


H-BB')(AB+A'B'), 




ÂÂ^ 


'-BB'' = 


.(AB 


-A'B 


')(AB' + BA'). 




lis" 


+ ÂÏ''= 


ÂB-' 


+ BÂ'' 


— aAA' 


.BB', 


(4) 


A-B- 


+ BÂ'' = 


AÂ/ 


+ vg' 


+ aAB. 


A'B', 




aT'' 


+ bP = 


AB* 


+ OT 


'+ aAB' 


BA'. 


(5) 


A^- 


~Ba.B'a = 


= B?' 


-Ap 


A' p. 




Oéft^ti 


Les dislanMB posiliTes sont 
*«idaMleMn>B'A,desa 


prises dans le seoi AB', et les diiUnces 
rte que B' A = — AB'. 
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iAA'.BB'~2AB.A'B'= 1 
aAB'.A'B- AA'.BB'= j a (â^' -B^.B'b) = a{Bp'- Ap.A'p). 
AB'.A'B— AB.A'B'= ' 

^^j JAB.AB' = AA'.Ap-{8p'-Ap A'P). 
( A'B.A-B'^AA'.A'p + dp'-Ap.A'p)- 

(8) AB. AB' + A'B.A'B' = Ap" — Vp' • 

, ,' i Â^'.AB — Âb''.A'P= ) ,_, . 

(9) , _. ^ ÎAA'iBp -Ap.A'p)- 

(A'B'.Ap— AB .A'p=| ^ f f/ 

(10) (âb'' — ïb')a'p= (â1?' — ï^')ap- 

(ri) (AB' -(- AB)A'P={A'B'— A'B)Ap. 

, , ( AA'.AB .A'B= AB.rr' + A'B.ÂB'' — AA'.BB'', 

l'a) _. , ^, 

( AA'.AB'.A'B'=A'B'. AB —AB'.A'B -f-AA'.BB' • 

(i3) PB.PB'.AA'=PV'.Ap — PÂ'.A'P — AA'(bp' — Ap.A'p). 

Dans cette dernière formule, P désigne un point quel- 
conque de la droite ABA'B'. 



SOI U lirFtRBNTIATION KS FONCTIONS BB FONGTIOHS^ 



P»B M. T. A-, 

n élève de l'École Polytechnique. 



1 . Dans les ouvrages élémentaires de calcul différentiel, 
on donne la manière d'obtenir les dérivées successives des 
fonctions de fonctions', mais on ue donne pas la loi de 
ces dérivées indépendamment les unes des autres- Ainsi , 
étant données les deux équations 
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on euseïgae bien à ti-ouvci' successivement 



maia on ne donne pas le moyen de calculer immédia- 

V"i , ., . . dz d'g 

temcQt - — ) sans passer par les dérivées -;- > -^-7 i ■ ■ • i 



Cependant , dès que l'on sort des éléments , et qu'on 
veut appliquer le calcul différentiel aux développements 
de fonctions u& peu compliquées , développer, par exem- 
ple, le polynôme {a-\- fcjc+cx' -f-. . .-f-pi"")" suivant 
les puissances de x, on sent bientât la nécessité de con- 
naître la loi que suivent les dérivées successives. Non pas 
qu'oiï ne soit parvenu jusqu'ici à ces développements , 
mais les moyens employés pour cela sont détournés, 
fondés souvent sur des démonstrations peu rigoureuses , 
comme celles d'Arbogast, et quelquefois m£me unique- 
ment sur l'induction. 

Cette lacune a d'autant plus lieu d'étonner, que la re- 
cherche de -— - est assez facile , comme on va le voir. 



Soient les deux équations 
On aura 

. S =>"<''''(»> + <"«»'<')■• 

(!) ^ = i,F'(j.) + A,F-W + ...+A.FC.)(r), 

A,, At,. . . , A„ étant des coefficients qui dépendent nnU 
quement de (p {x) et nullement de la fonction F {y) , 
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comme il est facile de le prouver, en montrant que si cctter 
loiestvraiepourladériTëefn)'''', elle est vraie auMÎ pour 
la déiivëe (nH-i)""*. 

D'après cela, pour déterminer les coefficients A,, A,, ... , 
A,, il safBra de remplacer F (j) par une foDcUon quel- 
conque de y, ff^ par exemple, et dans ce cas les coef- 
ficients Al,..., A„ seront les coefficients qui multiplieront 



Pour cela , j'observe que si nous développons e ' 



rnivaut les puissances de h , sera le coefficient 

deA" dans ce développement. Or 

V 

En d^eloppant e''^ ^''*, «''''''■%..., et eâèctuam le 
produit , on aura pour le terme général 

■^ i.a.3.. m, i.a.3...»,, 

I . a . 3 , . . /(». ' 

par conséquent, si l'on pose 

m, -H am,-|- 3m, + .. . -t-nn», = w, 
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le coefficient de h' sera 



^'^ 1.3.3...™ 



De plus , il est évident que pour avoir, dans cette équa- 
tion , le coefficient de p" e''-', ou A^, il ne faudra prendre 
que les termes pour lesquels on aura 

Donc , en définitive , oa aura 






m,, ntt, ■ ■ . ,m„ étant des nombres entiers et positifs (y 
compris zéro) qui doivent satisfaire aux équations 



Telle est la solution du problème. Ou peut la mettre 
sous une autre forme qui , quoique moins commode pour 
la pratique , est cependant plus concise. 

En effet, en examinant la marche suivie plus baut, on 
verra qu'on a d'abord chercbé dans le développement 



dee'-t'' 



on h" \ et, dans ce terme, on a pris seulement ce 
qui était multiplié par/»". Or l'on peut, évidemment, 
faire l'inverse, chcrcber d'abord \c terme en />" dans 
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le développement de e ' 

1.2.3. ..m 

et puis ne prendre dans ce terme que ce qni est multiplié 
par A", ou, comme ^(jr + A) — 'i{x) est divisible par h, 

le coefficient de A"~~ dans la fonction = = =- ■ 

i.a.3.. m 

Or ce coefficient est , d'après ]e théorème de Taylor, 

rf- [- yC;r + A)-T(;r) -T- 

rfA— -l A Jo ,1 , 1 . a 

= — = =— (le zéro place en nanc mar- 

ijaantqa'oa doit faire A = o après les diflTérentiations). 
On aora donc 






On peut encore trouver -r— par d'autrvs considéra- 
tious. 

En DOmmaot i l'accroissement de y correspondant 
à l'accroissement A de x , on aura 

et 

F(j- + f) = F(j-, + F{j-) ,- + -+ ^ ^^'^_^^\ « ''+■■• 

eo supposant que dans F (_^) on ail remplacé y par 
î (x) , et changé ensuite x en ar -h A. 
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Remplaçons i par sa valeur dans l'àjuation ci-dessus, 
en observant qoeç^x H- A) — <f{x) est divisible par h, et 
que par suite le terme en A" dans i" est 



..^Ut±^^^l 



et identifiant les termes en k", on aura , en posant pour 
abréger, 

rf'Fb) p,,^ /— (6). F°(j-).<— (0% 

d:c- ^•'' dA"-' i.a <i4— ' 



i.a.3...« 1.2 3...W— I 1.3,3...»» — a"^ ■■• 

Ff)(r) rf— (»-). • 

1.2.3 -ffi rfa*— F'*'(J" )(^.-> 

1 .2.3> . . A — m ' ' 1 . 2.3..> 



Supposons maintenant (fu'on ait les trois étjuations 

■ = F(r), r = ,w, * = /W. 



■ . = tw=n(.). 
En posant, l'omme précédemment, 

t(j + A) — y(j) _ 
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-/w. 



Si donc nous posons de nouveau - 
nous aurons 

</«■ rf«" I ' rfl"-' 1.2 ' rft"-' 

Remplaçant Ui , Ut , . . . , !!„ par leur valeur, on trou- 
vera facilement la loi pour les fonctions de fonctions de 
fonctions , et ainsi de suite pour uu nombre quelconque 
de fonctions. 



ANNONCE (*). 

Application de l'Algèbre a la Géohétkie; par E. Ca- 
talan, professeur de matliéma tiques supérieures au 
lycëe Cbarlemagne , etc. 

G;t ouvrage, destiné aux candidau k l'Ecole Poly- 
technique et k l'École Normale, est lithographie par 
Clouel. Il paraît deux ou trois feuilles par semaine. 

On souscrit chez l'auteur, place de l'Estrapade, n" i. 
Prix de la souscription : lo francs. 

('] Toai les ourngei annoDcés dias les NawelUi AnnaUt te Malhé- 
«Kfifucf >e Inurant chei M. Bicbslim, libraire, qnai de* Aiignitii» , 
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T$TIUGONOHETRIS 

UAPBÈS CARNOT. 
iométrie de posilion, p. 3S 



Soit le quadrilatère ABCD ; désignant par a, b, c, 
d, X, y les côtés successifs AB, BC, CD, DA et les dia- 
gonales AC,BD; angle BAC = «; angle CAD = (3. 

Les triangles BAC, CAD, BAD donnent . 

(,) b' = a}-\- x'—naxcaia^ 

(2) «'=(/'+«• — 2 dLrcosB, 

(3) . j-'^n" + rf'— aarfcosA; 

et l'on a 

(4) A = . + p. 

L'équation (4) donne 

cos Â = cos a cos p — stn a sin p ; 
d'où 

(5) I— cos'a — cos'p — cOï'A + acosacospcoftA = o. 

n ne reste plus qu'à substituer, dans cette équation (5), 
les valeurs de 

cosa, cos ^, cos A; 



cosp = 



L'équation (S) devient 
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réduisant, on obtTuni 
(a'c' + d'e' + i* J'+ &'</' + ;f'_j-' + j'^') 

+ Ê» r> rf> + ft>rfix' +*'(/'_;'• + A' jr'j-' + c'i' 7' + rf>3Jj-i. 
La loi de formaiion est évidente. 

Il est a observer que cette équation ne contient que les 
deuxièmes et quatrièmes puissances des lettres qui y en- 
trent; de façon que si l'on donne cinq éléments d'un qua- 
drilatère , le sixième sera donné par une équation bi-car- 
rée, résoluble comme équation du deuxième degré. 

Comment réduit-on l'équation du seizième dœré 
{voir p. lo) è celle du quatrième? 

Observation. La même métbode s'applique au quadri- 
latère sphérique. Il faut partir de l'équation 

co»a=cosi cosc + 1106 sînccosA; 
il serait utile d'en donner le développement. 

Observation. La formule pour le quadrilatère recti- 
lipie a été donnée par Euler, Leiell , Camot. Bidnuen 
n'en parle pas dans saTétragonométrie; il ne considère 
que les cas où un angle est donné : ce qui donne lieu â 
quarante-deux problèmes , non compris les cas particu- 
liers. 



CALCUL INFINITËSniAL. 

SvB LES INTÉGKALES u'oHE iQUATlON DIFFÉIIEIITIELLE DU 

piEiiiEK OKDKB A DEUX VAKIABLE3 ; par M. le profes- 
seur Raabe. (Extrait des Mémoires de la Société ties 
Infestigateurs de la nature, à Zuricb , en alle- 
mand-, 1848.) 
C'est une Note que M. Ë. Caulan a insérée dans le 
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xdi* Caliiei' du Journal de FÊcole Polytechnique, qui 
est l'objet du présent Mémoire. 
Soit 

(,) ¥(x,r,t,)=o 

une équation finie entre deux variablas x,y fX une con- 
stante a ^ différentiant cette équation et éliminant a, on 
obtient 

a ayant une valeur quelconque, l'équation ^i) est une 
intégrale particulière de l'équation (a), et correspon- 
dante à cette valeur; mais si l'on élimine a entre l'équa- 
tion (i) et l'une quelconque des deux équations 

,3, "'-^^j^^-. 

on obtient des équations qui sont aussi des intégrales de 
l'équation ( a) , désignées, d'après Lagrange , sous le nom 
^intégrales singulières. 

M. Catalan a fait voir que le résultat de l'éliraioation 
entre {i) et (4) ne donne pas toujours des intégrales u! 
singitlièrei ni particulières. 

Exemple. Soit 
(i) F(.e) = x-ha~*/3 — (2r — a) = o. 

L'équation (a) devient 3.r/' — 6yy -I- x+ a y = o^ 
l'équation (4) donne »jr=:a, ce qui réduit F{x) à 
x-f-3^ = o, équation qui ne satisfait pas à l'équa- 
tion (a). M. Raabe ajoute que le résultat de'l'élimina- 
tiondela constante entre les équations (i) et (3) est sujet 
à la même restriction. En effet, soit 

;3) F.»=«(:c^r)^-^/^;^p+v^^^? = o; 
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c'est l'intégrale complète de l'équation 

faisant usage de l'équation (3), ou parvient au résulut 
X — y = Of équation qui ne satisfait pas à l'équation (a). 
Il s'agit de trouver la cause de ces restrictions. 
Lorsque l'équation (i) a la forme explicite 

l'élimi nation de a entre cette équation et l'équation 



f5) 



4»-_ 



donne toujours une solution singulière, sans aucune res- 
triction. Lorsque la forme est implicite, on a 

d¥lx,x, ") . 



df 
Si l'on combine donc une seconde équation entre x,^,(j, 
avec l'équation (i), et que l'on élimine a, si le résultat 
est' tel que le second membre à droite de l'équation (6) 
s'anéantisse, alors on en tire la solution singulière; mais 
ce second membre ne devient nul qu'en posant le numé- 
rateur égal k zéro, pourvu que le dénominateur ne de- 



de solution singulière. De même, si les deux termes de^ 

viennent infinis simultanément, -;- est encore indéter- 
da 

miné. C'est ainsi que M. Raab explique tes deux res- 
trictions , et prend pour exemples les deux cas rapportés 
ci -dessus. 

in». Je Mat\ft«at.,u IX. (AtHI iSfiO.) 9 
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SIR LES POLVGOIfBS INSCRITS RUS LE CERCLE; 

P*B M. E. PROUHET. 

I. — Nombre fies conditions auxquelles doit^nt 

satisfaire les polygones inscrits. 
Le nombre des condilions nécessaires pour qu'un poly- 
cone de n cftlés puisse être inscrit dans un cercle est 
n — 3. On les obtiendra en exprimant que la circonfé- 
rence qui passe par trois sommets passe par les n — 3 
autres. 
Soient alors 

A, B, C,. ., I, K, L 

les sommets consécutifs du polygone, supposé convexe. 
II suffira, pour trouver les conditions cherchées, d'expri- 
mer que les circonférences circonscrites aux triangles 
ABC, BCD,. ., IBLL 

ont le même rayon : car si O est le centre de la première, 
celui de la seconde ne pourra être que le point O, ou son 
symétrique par rapport à BC Mais celle dernière suppo- 
sition est incompatible avec la convexité du polygone. 

II. — Relations entre les diagonales et les angles. 
Désignons par 

«, P, y,-.-, " 
les premières diagonales respectivement opposées aux 
angles 

A, B, C...., L. 

On sait que le rayon du cercle circonscrit à un triangle 
a pour valeur l'un des côtés divisé par deux fois le sinus 
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de l'angle opposé. Le rayon du polygone sera donc ex- 
primé à la fois par 



asinA asinB asinc''"' asinL' 
et , par suite, on aura 

sin A "■ imB ~ sinC ~ ' ■ ■ = ^J^ • 

Donc , dans tout polygone inscrit, les sinus des angles 
sont proportionnels aux premières diagonales opposées 
à ces angles. 

ni. — Relations entre les angles et les côtés 
Désignons par 

a, b, c,. ., I 
les côtés successifs du polygone, de telle sorte que a ei i 
soienl ceux qui comprennent l'angle A, ei ainsi des autres. 
On aura 

a' = a' + *• — 2 ûA ces A , P' = *• + c' — 2 6c cosB , . . . , 

et, par suite, les équations (i) reviennent aux suiTanies : 

^ (.'+*■— 2fl»cosA _ &' + c'-26ccosBc'-,-rf>-3crfco,c 

sin-A sin'B " sin"C '■ ' 

Ce second-système, comme le précédent, renferme n i 

relations, Undis que n— 3 seulement sont nécessaires 
d'après ce que nous avons vu plus haut. Deux d'entre 
elles doivent donc tUre une conséquence des ti — 3 autres. 
C'est ce que l'on vérifierait, si la chose en valait la 
peine, en substituant dans les deux dernières équations 
do deuxième système , les valeurs de K , L , /, exprimées 
en fonction des » — i autres côtés et des n — 3 autres 
angles. On devrait arriver ainsi à deux identités. 
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iW^Iielalions entre le rqron et 1rs câfèt. 

Désignons par 

an', aft', ar', . - • , 2/' 
Us ares respectivemeiu sous-tendus par les côtés 

«, h, r,..., /; 
nous aurons 

(3) a=.v.TH»ma', I, ^^R siab' ,. . . . /=7.Rsin/', 
el encore 

(4) sinK-^è'-H^+... + n=o, 

L'éliminaûon (le a', i', c',..., /', entre les équations pré- 
cédentes , conduira à une relation entre le rayon et les 
côtés. Le rajon éunt connu, il sera aisé de trouver 
les angles. On a , en effet, 



K^v/'-â^- 



et il ne restera plus qu'à substituer celte valeur de a dans 
relie de cosA. 

Ainsi les seuls côtés d'un polygone inscriptible suffisent 
à le déterminer , pourvu que l'ordre dans lequel ces côtés 
se succèdent soit connu. Si cet ordre n'éuit pas donné, 
on pourrait , dans le même cercle et avec les mêmes côtés, 
inscrire un nombre de polygones égal à la moitié du 
nombie des permutations de n choses, c'est-à-dire 
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3.4>!>- ■-"• i*^ ài& la moilié, parce qu'il est visible que 
deux permutations inverses donneroai deux polygones 
inversement superposables. 

Au reste , tous les polygones inscrits dans le même 
cercle et qui ont les mêmes côtés sont équivalents j cai- 
tes rayons menés aux sommets les décomposent en un 
même nombre de triangles égaux deux à deux , et dont 
l'ordre seul diffère. 

V. — Côté en fonction explicite des autres côtés et ilu 
rayon. — Polygones à côtés rationnels. 

L'équalioD (4) revient à la suivante : 
(5) /=2R sin(a'+ b' +... + k'); 

ot si du second membre développé, d'après la formule 
connue, on fait disparaître les arcs a', h',..., à l'aide d<rs 
relations (3), ou aura ainsi la valeur de / exprimée en 
fonction explicite des autres côtés et du rayon. 

Comme cette fonction ne renferme que des radicaux 
de la forme v4 1^' — ^' > 1***^ ^'^^ *?i* rendre ratiouncls , 
il en résulte qu'on pourra trouver des polygones inscrits 
dont les càtés et le rayon soient exprimés par des oombreR 
rationnels et même entiers. 

Pour donner uu exemple de ce geiiiï de recherches , 
É'ori en vogue au temps de Fiénicle et de Fermai , suppo- 
sons qu'il s'agisse d'un triangle dont les cAlés soient 
n , A , c , ei faisons d'abord R =: i ; nous aurons 

Soient /» et ^ des nombres entiers tellement «tioisîs, que 
l'on puisse avoir 

2/y = i^4-ï'', ?,(/_;^^-t-^''. 
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I) suffira , pour résoudre le problime en nombres ration- 
nels , de posCT 



et, si l'on veut des nombres entiers, de prendre 

K=pq, ou ^p'/- 

On pourra facilement s'élever de là au cas général , ei 
démontrer que dans les polygones ainsi obtenus, les dia- 
gonales et la surface sont également représentées par des 
nombres rationnels. 

VI. — De la possibUité de former un polygone 
inscriptible avec des rlroites données. 

D est, uns doute, très-dilTicile , et le plus souvent tout 
à fait impossible d'exprimer le rayon d'un polygone en 
fonction explicite des côtés ; car cette impossibilité exîsie 
déjà pour « = 7, g, 1 1, çic, dans le cas très-simple où 
tous les càtés sont égauic. La complication des calculs 
empêchera même, en général, qu'on forme l'équation à 
coefficients rationnels d'où dépend ce rayon. 

Cependant , le problème qui consiste à former ai/cc des 
droites, données de longueur, un polygone inscriptiblir 
convexe, admet une solution , et une seule , pourvu que 
le plus grand des cotés donnés soit moindre que lu 
somme de tous les autres. 

Pour le dénmntrer, soient AB le plus grand des côtés 
donnés et le centre d'une circonférence circonscrite à 
AB. A partir du point B, inscrivons daus l'arc BMA, les 
ans à la suite des autres , les n — i autres côtés , dont \f 
dernier aboutisse en N , et appelons , pom' abréger , ligne 
polygonale la ligue formée par ces côtés. 

Quelque grande que soït la ligne polygonale, on peut 
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toujours concevoir le point O pris au-dessus de AB, et 
assez loÎD pour que la ligne polygonale soit inscrite tout 
entière dans l'arc BMA, et que, par conséquent, le 
point N soit au-dessus de ÂB. 

Si, niaintenant , les conditions précédemment établies 
continuant A subsister, on fait mouvoir le point O jusqu'à 
AB et au-dessous , il est visible que le point IV approchera 
contiauellement de la droite AB; je dis même qu'il finira 
par passer au-dessous. En efiet, l'arc BMA va sans cesse 
en diminuant, et sa longueur , quia pour limite la droite 
AB, finira par être inférieure à la ligne polygonale, 
puisque cette dernière est , par hypothèse, plus grande que 
AB. Dès lors cette ligne, ne pouvant être inscrite dans 
un arc plus petit qu'elle-même, aboutira nécessairement 
au-dessous de AB. 

Or de la nature du mouvement de N il résulte que ce 
point ne peut venir au-dessous de AB sans passer par le 
point A. 11 arrivera donc un moment où le point N sera 
en A, et, par conséquent , il existera un polygone inscrit 
convexe , et un seul ayant pour côtés les droites données. 
C. Q. F. D. 

Si l'on rapproche cette conclusion de ce que nous avons 
dit au § IV, on en tirera ce théorème : 

Deux polygones inscrits et convexes, ayant les niémi^s 
côtés, sont égaux ou équivalents, selon que ces côtés 
sont disposés dans le même ordre ou dans un ordre 
diffèrent. 

Vn. — Des polygones inscrits de 2/1 câiés. 

On sait que dans un quadrilatère inscrit les angles 
opposés sont supplémentaires. <!Zette propriété n'est qu'un 
cas particulier d'une autre plus générale et qui appartient 
à tous les polygones inscrits de an tôtés. 

Soit P un polygone de cette i'spèce. Par I un des som- 
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mets A , que nous i L'gai-deroiis comme ie premier, menons 
des diagonales à tous les sommets de rang pair. L'inspec- 
tion de la figure et la propriété citée plus haut montrent 
que l'angle A est égal à la somme des suppléments des n — i 
autres angles de rang impair. Donc la somme des angles 
de rang impair est égale à a ( h — i ) angles droits. Comme 
'» même chose peut se dire des angles de rang pair, on a 
donc ce théorème : 

Dans tout polygone inscrit de ■in côtés, la somme 
des angles de rang pair est égale à la somme des angles 
de rang impair. 

Delà résultequesi, dans un pareil polygone, on connait 
an — 3 angles , les deux autres seront déterminés par le 
théorème précédent et par le théorème connu sur la 
somme des angles d'un polygone convexe. 

Donc si deux polygones inscrits de an côtés ont an — i 
côtés respectivement parallèles, ce qui suppose -in — a 
angles égaux deux à deux , les angles restants seront 
égaux, et, par suite, tes deux derniers côtés seront 
parallèles. 

Ou , en d'autres termes : 

Si un polygone de ^n côtés demeure constamment 
inscrà dans le même cercle, et que in — i de ses côtés 
se meuvent chacun parallèlement à lui-même , le dernier 
côté se mouvra aussi parallèlement à lui-même. 

On s'élèvera facilement de là à un théorème plus général 
surles polygones de an côtés, inscrits dans une conique 
et dont an — t pivotent autour de points fixes situés sur 
une même droite. {Porcelet. ) 

VIII. — Des polygones inscrits efc a » + i côtés. 

Dans les polygones inscrits de an-t-i côtés, il ne 
peut exister entre les angles d'autre relation que celle qui 
fait dépendre leur somme de leur nombre. Car, s'il en était 
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autrement, la propriété pr«cédente s'appliquerait aussi 
à ces polygones , et an côtés se mouvant parallèlement 
à eux-mêmes, il devrait en être de même du (an-H i)''*"'. 
Mais, dans on pareil déplacement, si le premier côté 
se rapproche du centre, le deuxième s'en éloignera, le 
troisième s'en rapprocliera , et ainsi de suite ; de sorte que 
le (a n -I- 1)'*'"' devrait aussi se rapprocher du centre, ce 
qui est impossible puisque le (an + i)'^"" est consécutif 
au premier. 

Mais les polygones de a n + i côtés jouissent d'une 
propriété qui leur est particulière. 

Soient AB et AL le premier et le dernier côté d'un 
polygone inscrit qui en a 3 n + 1 . Faisons mouvoir paral- 
lèlement à eux-mêmes tous ces côtés, excepté le dernier. 
La diagonale BL, faisant partie d'un polygone de an 
côtés, devra, en vertu du théorème démontré plus haut, 
venir en B'L', parallèle à BL ; mais déjà, par hypothèse, 
AB vient en A' B', parallèle à AB. Donc les angles ABL , 
A'I^L' sont égaux; donc AL^ A'L'. Ainsi : 

iMnqu' un polygone de an -M côtés est constamment 
inscrit dans un cercle, si an côtés se meuvent parallè- 
lement à eux-mêmes, le dernier côté conservera une 
grandeur constante. 

Ce théorème peut aussi ètregéiiéralisé. (Po^cELEI.) 

IX. — Canotions de similitude des polygones inscrits. 

Deux polygones de 3 n + i .côtés , équiangles entre 
eux, ne peuvent être inscrits dans le même cercle. S'il 
eu était autrement , on pourrait , en faisant tourner l'un 
d'eux autour du centre , l'amener à avoir ses côtés respec- 
tivement parallèles à ceux du second, et nous venons de 
voir qu'il est impossible que deux polygones de cette 
espèce, inscrits dans le même cercle, aient tous leurs 
côtés respectivement parallèles. 
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lîii polygone inscrit dé a n + 1 côlés est donc déterminé 
quind on connaît ses angles et te rayon, et ne dépend 
ainsi que d'un seul élément linéaire. Donc : 

Doux polygones inscrits d'un nombre impair de côtés 
sont semblables quandils ontles mêmes angles disposés 
dans le même ordre ou dans un ordre inverse. 

Deux polygones de 2 m c6tés, inscrits dans le même 
cercle et équiaoglcs entre eux, peuvent être amenés à 
coïncider <]uand deux eûtes liomologues sont éganx. Un 
polygone de celte espèce ne dépend donc que de deux 
cléments linéaires ; un côté et le rayon. Donc : 

Deux pofygones inscrits d'un nombre pair de côtés 
et équiangles entre eux sont semblables quand le rap- 
port de deux côtés homologues est égal au rapport des 
rayons. 

X. — Des polygones inscrits de ^ n -^ ^ et de ^n côtés. 

TnÉonÈME. Dans un polygone inscrit de^n-^i côtés, 
si an côtés sont respectivement parallèles à leurs op- 
posés, les deux côtés restants seront parallèles. 

Soient AL et A'L' les deux côtés dont le parallélisme 
n'est pas supposé. 1-os diagonales AL' et LA' forment, 
avec les côtés non représeniés dans la figure , deux poly- 
gones inscrits de a« + i côtés chacun , dont 2 «côtes sont, 
par hypothèse, respectivement parallèles. Donc , en vertu 
d'un théorème déjà démontre (VIII), A'L ^ AL'; donc 
AL est parallèle à A'L'. C. Q. F. D. 

Tkéoaème. Dans un polygone inscrit de ^n côtés , 
si art — 1 de ces côtés sont respectivement parallèles à 
leurs opposés, les côtés restants seront égaux. 

La démonstration étant analogue à la précédente, nous 
ne nous y arrêterons pas. 

Nous ferons remarquer ici que le premier théorème 
condiiil facilement à un autre plus général, déjà donné 
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dans ce recueil ( t. VI , p. 356) , et qui comprend , 
ca* particulier, l'hexa^aiume de Pascal. 

XI. — Des polygones inscritsde a". 3 côtés. 

On sait que la surface d'un triangle a pour mesure le 
produit de ses côtés , quand on prend pour unité deux fois 
le diamètre du cercle circonscrit. 

Considérons un hexagone inscrit dans un cercle. Joi- 
gnons les sommets de rang impair. L'hexagone sera ainsi 
partagé en quatre triangles, et il est facile de voir, d'après 
la propriété citée, que le produit des trois triangles con- 
ligus au périmètre , divisé par la surface du triangle inté- 
rieur, est égal au produiides côtés de l'hexagone. 

Si l'on avait joint les sommets de rang pair, on sérail 
arrivé au même résultat. 

On a donc le théorème suivant : 

Si dans un hexagone inscrit un joint les sommets de 
rang impair, et les sommets de rang pair; çue, dans 
le premier cas, on désigne par A , B, C les surfaces des 
ttjangles contigus au périmètre, et par D la surface du 
triangle intérieur; que , dans le second cas, on désigne 
par les mêmes lettres accentuées les quantités analoguen, 
on aura 

ABC _ A'B'C 

On arrivera, par de semblables considérations, à cet 
autre théorème. 

Dans un polygone inscrit de a". 3 côtés, joignons les 
sommets de rang pair ou ceux de rang impairs. 

Dans le polygone de 2"~' .3 côtés, ainsi obtenu, joignons 
encore les sommets de rang pair ou ceux de rang impair. 

Continuons ainsi jusqu'à ce que nous arrivions A un 
triangle. 
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Soient P, le produit des triangles compris entre le 
premier et te second polygone; Pj le produit des trian- 
gles compris entre le deuxième et le troisième,... P„ lo 
dernier triangle , le rapport 

P,P,P,. .. 
P,P.P(... 

sera constant , quelle que soit des a"* manières dont il est 
possible de décomposer ainsi le polygone, celle que l 'on 
aura réalisée. 

Les deux propriétés précédentes, étant projectives, 
conviennent également aux polygones inscrits dans les 
coniques. 



ARirminTiQiiB m m. Bertrand, rectifications (*). 

(Extrait d'une LeHreauonjrinc.) 

En parcourant les Exercices, très-bien choisis d'à»)- 
leurs, qui se trouvent énoncés dans V j4rithmétique de 
M. Bertrand, J'ai rencontré plusieurs inexactitudes, entre 
autres les deux suivantes : 

i". Erreur typographique. De combien de manières 
peut-on décomposer un nombre en deux facteurs pre- 
miers entre eux? Prouver que ce nombre de manières 
est a" — 1 , n étant le nombre de facteurs premiers 
distincts qui divisent le non^re proposé. (Exercice XII. 
page 84.) 

Il faut lire a"~'. En effet, soit P„ le nombre de manières 
lorsqu'il y a n facteurs premiers distincts ; avec im facteur 

(■) Cet ctccllcnl ouyraije mira phiticurs éditions; il est util? d'en 
siQnaler d'avance les erteuts , lu ]>luparl piiremciit Vpoginphi^ut!. l'n. 
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nouveau A- , chacune des P„ manières , par exempte 
ahc- . . X ficj- . . , fournira deux facteurs distincts, savoir : 
kab.-.'x. tief..., et ab... xkdef... ; on aura donc 
P,^, =: P„. Or, avec deux facteurs, il y a deux manières, 
IX ai et a xi; donc P„ = a"-'. 

Observation. Le même raisonnement donne le nombre 
de manières de décotnposer un nombre en trois facteurs 
preniiers entre eux. 

3°. ELnoncë inexact. Si une fraction irréductible a 
pour dénominateur un nombre premier, et que la période 
de la fraction décimale, à laquelle elle donne nais- 
sance, ait un nombre pair de chiffres, le premier et le 
dernier de ces chiffres, le deuxième et l' avant-dernier, 
et en général deux chères quelconques également dis- 
tants des extrêmes, donnent une somme égale à g. 
(Exercice III, page i^y-) 

Il faut lire : Si l'on partage la période en deux moitiés 
qui aient le même nombre de chiffres, la somme des 
chiffres de même rang, dans chaque moitié, est toujours 
égi\e à g. (\oir JVouvelles j4 anales, t. V, p. 397; 1846.) 



8IJR LES CONO'SPRilUQUBS. 

L'enseignement, en France, roule, depuis le i*' janvier 
jusqu'au 3i décembre, sur les coniques planes, qui ne sont 
toutefois que des cas particuliers des cono-sphériques ; car 
le plan est tm cas particulier de la sphère. Que, dans 
les collèges , on ne parle pas de ces courbes , c'est un mal ; 
mais qu'on ne s'en occupe même pas dans les écoles des- 
tinées aux hautes théories, à l'École Normale, à l'École 
Polytechnique, voilà qui est tout à fait intolérable. Dans 
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les Uuiversités d'Allemagne el d'Angleterre , ces couri>es 
font partie des questions ordioaires d'examen, et avec 
, raison. Sans parler des découvertes géométriques de 
M. Chasles, des applications analytiques de M. Serret, 
des beaux travaux de MM. Vaunson et Boignet (tome^TI, 
pages i4)3i, 147, 174) , lescoao-sphériques sepréseo- 
tent en beaucoup de circonstances. Ainsi, rigoureuse- 
ment parlant, tes perspectives des trajectoires célestes, 
sur la voûte céleste, sout des cono-sphériques. Cependant 
les professeurs qui ne lisent pas les Nouvelles annales 
ne connaissent pas ces lignes, même de nom. Nous 
croyons donc utile de consacrer dorénavant un article 
spécial aux questions de ce genre que nous devons à la 
générosité d'un célèbre professeur étranger. 

Rappelons d'anciennes questions non résolues! tome \1, 
n" i53, page 34^i tome VII, n" 190, page i^o ; n" aoS, 
page 107). 

1 . Le c6ne ayant pour sommet le centre de l'une ou de 
l'autre des courbes nommées spliéro-lemnisca tes (tome Vn, 
pages i36, 4^^) ^t pour base la courbe elle-même, est du 
second degré. 

â. Discuter la courbe enveloppe des bases des triangles 
sphériqucs qui ont un angle commun et dont le produit 
des sinus des demi-angles à ta base est constant ; et trouver 
l'expression de son aire. 

3. Etant donnée la base d'un triangle, formé sur la 
surface d'une sphère par trois arcs d'hyperboles équila- 
tères sphériques (de première espèce) concentriques, 
déterauner te lieu du sommet lorsque la somme des 
angles du triangle est constante. 

4, Étant donnée l'équation d'une courbe plane entre 
les coordonnées polaires , de la forme suivante : 
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prauTcr que si l'on désigne par j, j' les deux arcs qui 
répondent k la même valeur de l'angle polaire o), on aura 



/(-)-'■ 



oà/'(w) est la fonction dérivée de/(«), 

S. Scmblablement, si l'on a l'équation d'une coarbe 
sphérique entre les coordonnées polaires sphériques, 
savoir, 

(a) sin'p/(«) + sin2a«»p=i, 

où et est une constante , on aura , en désignant par j, s" k's 
deux arcs qui répondent à la même valeur de l'angle u , 

' 4t/(")l'+[/'("i?-4/(")+«ï^^ ■<» 



■■=-"f\/' 



' 4l7(")]-+[/'(")]--4/(")+»i'''^« <<» 

/H_3in'- /{«)■ 

Remarque. L'équalion (a) peut être mise sous une 
forme entièrement analogue à celle de l'équation ( i ) , si l'on 

prend ung - p pour la quantité analogue à un rayon 
vecteur. (Stkebor. ) 



UBU fiÊOMÉTRlQIJE DU POINT 0'VNB BROITI DB LONGUEUR 
FIXE 8'APPIJVANT %U DEUX DIRECTRICES; 

Pab m. WATELET, 
Oflîrier d'Académie, directeur de l'École supérieure de Soiaioni. 

M. le professeur Vincent a traité savamment, dans ce 
recueil, le cas général où une droite s'appuie sur deH> 
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circonférences (tome VU, page 64)- Un cas particnlier 
où un des cercles devient. une droite senible mériter atten* 
tion : l'ëquation de la courbe se réduit alors au quatrième 
degré, dont la recherche et la discussion ne présentent 
aucune difficulté. Lorsque la droite directrice est un 
diamètre, et cpie la droite de longueur fixe est égale au 
rayon de la circonférence, le point décrit une ellipse. 
Cette propriété est conque; mais il est utile d'y rappeler 
l'attention des élèves, et de les engager à en trouver une 
démonstration géométrique. 



QUESTION D'BXANEN N^ 97 



Put M. AncuSTi HERBE, 
t.léte au lycct> île Reima (classe do M. Sornin). 



ThÉOKÈME. 



entier, m étant un nombre positif entier çuelconçue. 
Démonstration. Le dénominateur est égal à 
(X-,)- («+.)(.■-» + ,), 
et les facteurs x — i, x-+-i, x* — x-(-i sont premiers 
entre eux. Or le numérateur est évidemment divisible 
par{ar — i)': un des trois nombres consécutifs m , m — i, 
m — 3 est nécessairement pair; donc l'un des facteurs 
du numérateur est divisible par x -^i : un des trois 
mêmes nombres consécutifs est divisible par 3 \ donc un 
des facteurs du numérateur est divisible par x^ — i. 
C. Q. F. D. 
Note. Comment prouve-t-on que l'expression 
(^-,)(^-.-,)...(x->'-,) 

est entière pour une valeur entière positive de m? 
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mstm riUHEN, PBOtiiii iv 

; \rilhméliquc de M, Bertrand, p. îifi)] 

Pab m. Léoh BENOIT, 

ÉléïB au Ijcée de Reimi. 

i. Lemine. o et i étant premiers entre eux et irra- 
tionnels quadrBtitjues , v^Â-f- yî est irrationnel. 

Démonstration. Si cette somme est rationnelle, le 
carré de celte somme est aussi rationne); donc V^ est 
rationnel , ce qui est impossible., 

2. Lemme. a, b, c n'ayant pas de facteurs communs 
et étant irrationnels quadratiques , \fâ+ \fb + \lc est 
irrationnel. 

Démonstration. Si cette somme est rationnelle, le carré 
est aussi rationnel ; donc sâb -I- \ac -+- ^bc ^ r, où r 
est one quantité rationnelle. Élevant au carré, on ti-ouve 
a </bc -^ h '/ac ■+- c ^ab ^= 5, où ï est encore une quan- 
tité rationnelle, Éliminant un des radicaux , on trouve la 
somme de deux radicaux égale à une quantité rationnelle, 
ce qui est contraire au lemme précédent^ donc, etc. 

3. Théobêms. ^/a, ^5, ^ ne peuvent faire partie 
d'une même progression, soit par à^ërence^ soit par 
quotient. 

Démonstration. — Par différence, r éuntla raison, on a 

V5 — va 
où — esc une quantité rationnelle. Multipliant la fraction à 

Aiin.dfJtaiSén«i.,\.l\. ( A*ril 18S0.) lo 
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gauclie, haut et bas, par y'^ + ^a, il vient 

3 n 

11 faut que ^ + ^i4 — v'io soîl rationnel, ce qui est 
impossible (temmd); donc, etc. ■ 
Par quotient. 

a'où 

n et n' étant des nombres entiers , cette équation est évi- 
demment impossible; donc, etc. 



SOUITMIIS HS lEllX QUESTIONS 221 ET 222 

(n>lr I. IX, p. 1IM11); 
Pm MM. MARQFOV (Gustme), élèTe en milhcmaliques aDpcrieumi 
(Sainte-Birbe); J. LEPEVRE [de SoiSMns), élère de M. Watelel; 
UEKBË. (Avouan), élève de mathéinatiqnea RupériearM, Ijtée de 
Relmsi DEWCLF, élèra au lycée de DouiiiED.PL01X, élève lu Ijcée 
de Veruillea. 

Théorème. Si par le sommet A d'un parattélogramme 
ADCB on mène une sécante quelconque A aa^ coupant 
CD en 1 et BC en 01 , /ff rectangle Tkt . Ba, est constant. 

Démonstration. Les triangles semblables ADa, aoi C 
donnent 

Da:aC :: ad: «.c, 

ou 

AB : Bu, :: Do; AD; 
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Thëosèmb. Soient deux triangles rectangles OAB, 
O'AB ^ui ont une même hypoténuse AB. Si l'on joint 
les sommets des angles droits O, O' à un point quel- 
conque I de l'hypoténuse, on aura 

laog âOI . UngKyB = conMante. 

Démonstration. J'abaisse les perpendiculaires IK , IH 
sar AO et BO', 



m = CVH.langlO'B = ' . lang lO'B 
1K.IH = AK.BU UngAOI (anglO'B; 



C. Q. F. D. 

Note. M. l'abbé Julien, du séminaire de Vais, et 
M. Clère , iDgéoieur des Ponts et Cbanssées , ont anssi 
adressé des solutions de ces deux proUèmes : celle de 
M. l'abbé, pour le problème 232, est purement analy- 
tique. On prend pour origine le point A , AR pour axe 
des or et les coordonnées rectangulaires. 



ilNB THfiORBMB SIR LA 8PHÊRE ; 

P*i M. En. PLOIX, 
tlère lu iTcée de VemilUt. 

Prenons de même deux triangles sphéritjues rectangles 
AOB, AO' B qui ont mâne hypoténuse AB; lest un point 
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([UL-li-niique pris sur AK. Abaissons Je <-e point deuK arts 
perpendiculaires IC et IC surOA et O'B, On aura, on 
comparant successivement les deux valeurs de tanglO 
dans les deux triangles ICO, ICA , 

sin OC tang AOI = sin AC t*ng OA B , 
01 de infini- 

sinO'C UneiO'B = sinC'B (angO'BA; 
doù 

(ij sinOC.sinO'C l.mgAOl tanglO'B 

— sinAC sinCB langOAB langO'BA. 

Or prolongeons CI et OB jusqu'à ce qu'ils se rencon- 
trent en(>; on aura, en considérant l'arc transversal CI(i 
par rapport au triangle AOR, et Temarquant que le point 
(1 est le pôle de l'arc OA , 

(3) sinAC.sinlB^sinOC.sinAI.cosOB, 

et de mi>me on aurait 
(3) sinC'B.sinAl = sinO'C'.sinBIccMAO'. 

Multipliant les trois égalités (■), (a) et (3) membre k 
membre , il viendra 

tanglOA langlO'B = cosOB cosAO' langOAB tangO'BA 



GtoNÉTRIB SB6NBNTAIRB. 

En i83a, M. Jacob Steiner a publie^ k Berlin, un i 

ouvrage in-S", sous ce titre : I 

iyystematiscke Entwickelung lier ^bhùngigkeit geo- 
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metrischer geslaltcn von eùiander mit hcrucksichtigung 
der arbeiten aller luid neuer geometer uber Porismen , 
projections-metkoden , géométrie dcr Lage, Imnsversa- 
len, Dualital und ivcipivcUat, -von Jacob Stumeh. Ersler 
theil mit vier Lithograpkirten tafeln. C'est-à-dire : 

Développement systématique de la dépendance des 
figures géométriques les unes des autres, ayant égard 
aux travaux des anciens et des nouveaux géomètres sur 
les parûmes, les méthodes projectives, la géométrie de 
position, les transversales, la dualité et la récipro- 
cité, etc. Première parlie de 333 pages et 4 pUnclics 
Hthographiées. 

Nous avons donné le litre iit- extenso, parce que e'est 
priaci paiement de cet ouvrage que date la haute ré|wta- 
tioD de l'auteur, fondateur de la gëomëtrie segmeotaire' 
en Allemagne, on il est devenu en quelque sorte TEuclide 
de cette branche de la science de réicDduc. Les proposi- 
tions sont si rigoureusement démontrées, si étroîlemciit 
enchaînées, que la lecture de cet ouvrage ra[>)H;lle la 
jouissance intellectuelle ipic procure l'élude des jToi/ïia 
de ranciennC'géométrie. Dans celle prcmièn^ partie, 
l'auteur considère les propriétés de position et les pi-o- 
priétéa métriques de divcr&Jàisceaux ; i " le faisceau plan. 
formé par des di-oîtes daus un même plan et issues d'nn 
même point; -i° faisceau planaire, formé par dos plans 
passant par la même droite; 3" hitceaa polycdral, formé 
de droites daus l'espace et issues d'un même point. Les 
intersections de ces faisceaux entre eux élaut des droites 
et des plans , donnent les diverses propositions des mé- 
thodes projectivcs. Il y a cinq propositions fondamentales, 
les deux propositions démontrées ci-dessus (p. i54, i55|,et 
trois autres qu'on doit à M , Brianchon, savoir : i "dans tous 
les faisceaux plans qui passent par les mémesquatrcjmiuls, 
tes doubles rapporls des sinus restent les nicmcs ; -.«"loi sque 
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le même faisceau de quatre droites coupe deux droite» , les 
segments ont les mêmes doubles rapports ; c'est ce que 
M. Chasles a appelé depuis rapports anharmoniques f 
y deux droites étant coupées par le même faisceau, si 
l'on déplace les droites et qu'on joigne les points corres- 
pondants , les droites de jonction cl les droites données 
sont tangentes à une même conique (Mémoire sur les 
Lignes du second ordre, 1807J. 

L'ouvrage de M. Steïner est annoocé comme devant 
avoir cinq parties ; les quatre dernières n ont pas encore 
paru. Ce qui doit diminuer nos regreU, c'est que cette 
théorie aegmentaire est aujourd'hui professée à la Sor- 
bonne, et sera didactiquement développée dans le Traité 
de Géométrie supérieure, sous presse, et accompagnée 
des brillantes découvertes faîtes dans le domaine de 
Yétendue, par le célèbre auteur de ce TVaité, 



«nBftTHHIS. 



'ma, n points a,, a,,.â|,..., a„ sont placés sur-UBC 
droite; n autres points &,, b^, b%,..., b„ sont placés sur 
une autre droite : dans quel cas pourra-t-on mettre les 
deux droites dans une telle position, que les lignes de jonc- 
tion a,bf, Otb^,.-., a„ &„ convergeut vertle même point? 

324. n droites 01, u,, a,,..., n, forment nn faisceau 
plan; n autres droites ii, b,, &,,..., £„ forment un second 
faisceau plan : dans quel cas pourra-t-on donner aux fais- 
ceaux une position telle, que les n intersections des rayons 
a,, Â,; a, ,&,;,..; (i„, b„ soient sur une même droite? 

325. Mêmes données qu'en 224 : dans quel cas pourra- 
t-on donner anx faisceaux une posi tion telle dans l'espace, 
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qne les plans passant par les rajoas ai, bi; a^, £,;...; 
a„, A„ se coupent suivant la même droite ? (SrKiirBa.) 

326. Soit une circonférence, Â le centre, CAB un 
diamètre; sur CB, prolongé, prenez mi poiat D t«l, que 
l'on ait DB.DC =AB.AD ; da point D comme centre, 
et d'un rayon AB, décnvez une circonférence coupant en 
E la circonférence donnée : l'arc BE est la septième partie 
de la circonférence. ' (Viète.) 

227. Dans une conîqne à centre, on donne: i° une 
directrice ; a" une tangente avec le point de contact ; 3° la 
direction du diamètre qui passe par ce point : construire 
laconique. (Un abonbé.) 



SBCONIB SOLUTION DB U QlIS$TION 2tS 

I iMr 1. IX, p. H) , 

P*B M. A. H., abonné. 

Par tout point A d'une conique, passent quatre cercles 
oscolateurs ayant leurs points de contact en A, B, C, D. 

Le centre de la conique est le centre des moyennes dis- 
Uncesde B, C, D. (Joàchimsxal.) 

Le principe ne pouvant être vrai que pour les coniques 
à centre, nous prendrons pour U conique l'équation 

Soient donc (x, , Ji ) le point A pris sur la conique; (x ,_j-) 
an dea points de contact des cercles osculateurs qui 
passent par A. Nous avons d'abord : 

(a; B'r' + ft'x'i=(i'6'. 
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D'un autre càtë, (X, Y) étant le centre du cercle oscil- 
lateur en {x,jr), on a 

et comme 
il vient 

.3)tï^-')vCi?..)=C-^-.)v(T-.)- 

Pour calculer les coordouuées des points de contact , il 
faudrait tirer X eljr des équations (3) et (3) , combinées 
avec l'équation (■). 

Mais il est facile de voir qu'il nous suffira de prouver 
que l'équation finale en x, débarrassée îles racines êtraa- 
gèivs à la question, n'est que du troisième degré et 
manque de second terme. 

Procédons i l'élimination de^ et^, entre les équa- 
tions (i) (a) et (3). 

L'équation (3) donne 

(3') (r-j-,)(j-+J'.+ ^) +('-*.)(»+•'. -^)=''- 
Les équations (i) et (a) donnent 

(4) (r-r,)(r+r.)«'+(.r-».)(»+*,)f = o. 

Éliminant^- — ^ entre les équations (3') et (4) i on a 

(5)«'(j-+j,)(»+*-î^)-s'(x+«)(r+r. + î{^')=«; 

remplaçant a* — i' par c*, et divisant par c', qui devient 
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facteur commun , on obtient 

t5') (r + j-.)[-^ + -=,}-^(7+j'.)-^(-^ + ^.) = o- 

ÂTant d'aller plus loin, nous remarquerons que r 
i" {x = Xi, y=:jr,) est une solution du système des 
Àpiations (i), (3} et (3) évidemment étrangère à la ques- 
tion, dans laquelle on ue considère que les points decontact 

autres que A; a" si l'élimination de ' ^ - ■ - ' 1 entre les équa- 
tions (3') et [4), paraît avoir eu pour résultat de sup- 
primer cette solution, elle en a introduit une autre (*) 
(x=^ — X,, j'= — ^^1) qui est aussi étrangère, de sorte 
que, après avoir éliminé/ etj', entre les équations (i), 
(3) et (5) , il faudra, dans l'équation finale, supprimer 
les racines -I- X, , — x,, cbacune auunt de fois qu'elle 
s'y trouvera. 

Dans l'équation (5) , remplaçons -r- par sa valeur i — '— 
tirée de l'équation (1) , 

(6) j-[a:t.x'-«'{*+x,)l+7,ta^'-«'(:r + x,)] = o. 

Tirant de l'équation (6) le rapport '^ et l'^alant à sa 
valeur -j — -^ tirée des équations ( 1) et (a) , nous obtenons 
pour équation finale : 

j-j^[«<(x-i-x.)'-i-4*;-^-4<''*.^'(* +-«.)](' ^ '^ ' 

=(*;-*•)(x.^*,)■'''-4'''*''.(*;-^)-^-4'■**'(*=-'''){^:-*'}■ 

]?yous voyons évidemment que -f".^! et — x, sont racines; 

(*) x = — ï,, > = — 7, vériSent l'équation (5) cl rendenl idcntiqnei 
lM<qiMtioiia(i)el(i). 
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supprimoQS-les , nous aurons 

supprimant encore la racine +x, , on a 

(9) 4t>-3<i'*-«'^, = o. 

Cette équation du troisième degré man<}ue, en etTet , de 

sccoud terme. 

JVofe. Les trois racines de cette équation sont réelles 
et comprises entre + a et — a ; de même les trois racines 
de l'équation 

4/* — 3 b^y — fr'ri = « 
sont réelles et comprises entre -I- A et — b. Ainsi , dans 
l'ellipse, il existe toujours quatre cercles osculatenrs 
passant par un même point de l'ellipse. Dans l'hyperbole, 
la dernière équation devient 

4/"+ 3 fi'^ -(- ft'/, = o , 

qui n'a qu'une seule racine réelle, et il n'existe que deux 
cercles osculateurs. (f^oir Rectification, page ii5 de ce 
volume.) 



PRAfiRUlB B UN COUBS U XteAMIQUE ÉLÉNRIfTAIBS 

TRUISIÊME AUTICLE { loIr t^f M du m •DlmBe ) . 

P*R M. C.-E. PAGE. 

Inertie. 
18. Nous avons déjà vu que les états de repos et ir 
mouvement sont purement relatifs. Un corps est en repos 
quand il conserve la même position relativement à un 
système qui peut avoir lui-m<;inc un mouvement qu'on 
ignore et dont ou fasse abstraction. 
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Lorsqa'nn pointquelconqned'un corps se meut suivant 
une certaine direction et avec une certaine vitesse, on 
peut tonjonn concevoir un système géométrique animi' 
d'un mouvement de translation suivant la même direction 
et avec la même vitesse : le point est en repos relative- 
ment à ce système (*). On af^elle/o/ice toute cause, quelle 
qu'elle soit, qui le fait sortir de cet état de repos, c'est- 
à-dire qui modifie, soit en grandeur, soit en direction, sa 
vitesse primitive. 

C'est ce que l'on exprime en disant : i" qu'un corps ne 
peut passer de l'état de repos à l'état de mouvement sans 
l'inflaen ce d'une cause quelconque appelée /orc<î; a" que 
lorsqu'un corps est en mouvement, il doit continuer i se 
mouvoir indéfiniment snivant la même direction et avec 
la même vitesse, à moins que son mouvement ne se tronvt.' 
modîBé par l'action d'une force. 

Tel est l'énoncé de ce qu'on nomme le principe d'iner- 
tie, ce qui n'est, au fond, que la définition du mol force; 
car cela revient à dire qu'on appelle force toute cause, 
quelle qu'elle soit, qui modifie, soit en grandeur, soît en 
direction , un mouvement déjà existant. 

Des forces. 

i9. La nature même des forces nous étant inconnue, 
nous ne pouvons les apprécier que par les effets qu'elles 
produisent. Or, lorsqu'un point qudcàoque d'un corps re- 
çoit UD accroissement de vitesse suivant une certain ediretv 
tion, nous regardons cet accroissement de vitesse comme 
l'effet d'une force appliquée à ce point et suivant cette 
direction. Nous avons donc une idée claire du point d'ap- 
plication et de la direction d'une force. Il nous reste à 
les comparer sous le rapport de l'intensité ; pour cela , il 

(*) Ce mode de démonairatioii a été donné par Kant. Th. 
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faut commeucer par définir ce (]ue l'on enlead par foiTes 
égales. 

Deux forces soat égales, lorsque, étant appliquées à* un 
mtïme poiut et pendant le même temps, elles impriment 
à ce point le même accroissement de .vitesse, clucune 
suivantsa direction, quelle que soit d'ailleurs la vitesse 
préexistante. Il résulte de là : 

i". Que deux forces égales et directement opposées 
appliquées à un même poiut se neutralisent; car elles lui 
imprimeut à chaque instant des vitesses égales et con- 
traires qui se détruisent. 

3°. Une force dont l'intensité reste constante imprime 
à sou point d'application une vitesse pi-opoiiionnclle au 
temps pendant lequel elle agit. En elTet, deux forces 
égales agissant successivement sur Ic~rai>mc point, dans 
le même sens et pendant le mémo temps , impriment des 
accroissements de vitesse égaux; donc, l'ace roîssemeni 
total , produit par les actions successives des deux forces, 
est double de l'accroissement produit par l'action d'une 
seule. Or, si la seconde commence à agir jusiemuiit à 
l'instant où la première cesse, c'est ciLactcment comnir 
si la première continuait Â agir pendant un temps double. 
Ou verrait de même que la vitesse produite au bout d'un 
temps triple serait triple, et ainsi de suite; d'où il csi 
facile de conclure que la vitesse produilc par uae forci: 
constante est proportionnelle au temps peudant lequel 
celte force coutinue d'agir. 

3°. Enfin, les forces sont cuire elles dans le rapport 
des vitesses qu'elles impriment au même point dans des 
temps égaux. En etfet, les accroissements de vitesse im> 
primés au même point par deux forces égales étant iudé- 
pendants de l'étal de repos et de mouvement, doivent 
rester les mêmes, quel que soit l'intervalle qui sépare les 
instants où elles commeneciil à agir ; ils sont donc enroro 
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les mêmes lorsque cet intervalle est nul , c'est-à-dire 
lorsque les deux forces a^ssent simaltanément. Mais 
deux forces égales agissant simultanément sur le même 
point et dans te même sens forment une force doabic; 
donc une force double produit une vitease double, une 
force triple produit une vitesse triple, etc. En général, 
les forces appliquées à un même point sont dans le rapport 
lies vitesses qu'elles impriment à ce point dans des temps 
^auTt. 

Il s'ensuit que, pour comparer entre elles des forces 
appliquées à un même point, il suffit de comparer les 
\itesses qu'elles imprimeraient à ce point pendant le 
même temps, en une seconde par exemple; par suite, 
ces forces peuvent être représentées en grandeur et en 
direction au moyen des droites qui représentent en gran- 
deur et en direction les vitesses qu'elle» sont capables de 
produire en une seconde. 

90. Jusqu'ici , nous avons supposé que l'intensité de 
la force restait constante pendant toute la durée de son 
action-, mais l'on conçoit très-bien qu'il peut en être au- 
trement , et que cette intensité peut varier d'une manière 
continue. On 'peut donc se proposer le problème suivant : 
Étant donnée la loi suivant laquelle l'intensilé d'une force 
varie en fonction du temps, trouver la vitesse acquise par 
le point d'application au bout d'un temps donné. 

Pour cela, sur une droite indéfinie, prenons des lon- 
gueurs proportionnelles au temps, puis supposons qu'une 
perpendiculaire glisse le long de celte droite en variant 
de longueur suivant la même loi que l'intensité de la 
force; l'eTtrérailé de cette perpendiculaire décrit une 
certaine courbe , et la surface limitée par cette courbe et 
par les deux ordonnées extrêmes correspondantes à deux 
instants donnés représente l'accroissement de vitesse que 
le point d'application a fcçu pendant l'intervalle qui 
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sépare cet deux instants. |^La démonstration est la même 
que celle que noua avona donn^ pour te mouvement 
varié (5)]. 

Nous rencontrerons plus tard des questions où nous 
aurons à considérer des forces d'une intensité variable; 
mais , dans ce qui va suivre sur la composition des forces, 
nous supposerons que leur intensité reste constante pen- 
dant toute la durée de leur action: par conséqutint, tant 
qu'elles agissent, la vitesse du point d'application croît 
proportionnellement au temps, le mouvement est uni- 
formément varié , et les espaces croissent proportionnel- 
lement au carré du temps. 

Dans tous les cas, que la force soit constante ou va- 
riable, la vitesse du point d'application cesse de varier à 
l'instant où la force cesse d'agir sur lui , et ce point, s'il 
n'est soumis à l'acrioii d'aucune autre force, continue à 
se mouvpir d'un mouvemeiU reciîligne et uniforme, en 
vertu de la vitesse acquise. 

Composition des forces appliquées à un même point. 
zt. L'accroissement de vitesse qu'une force imprime 
suivant sa direction à son point d'application, est indé- 
pendant de l'état de repos ou de mouvement de ce poiot ; 
par conséquent , si plusieurs forces sont appliquées simul- 
tanément eu m£me point suivant des directions quel- 
conques, leurs actions doivent être indépendantes l'une 
de l'autre, et chacune d'elles doit produire, suivant sa 
direction, le même accroissement de vitesse que si elle 
agissait seule; d'où l'on peut prévoir que les forces doivent 
se composer entreellesdelamèmemanièreqne les vitesses. 
C'est ce que nous allons démontrer directement. 

- 22. Un point mobile m (fig. i) étant d'abord situé eu 
un point A rapporté au système fixe OX, OY, supposons : 
qu'on lui applique une force constante i-cpi-éscntée en 
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grandeur et en direction par la droite Af> ; In poioi mobili' 
entraînant arec lui le point A, marche dans la direction 
de Ap avec une vitesse croissant proportionnellement au 
temps, et parcourt des longueui-s proportionnelles aux 
carres des temps. 




Noua pouvons toujours concevoir un système mobile ox, 
ojr, se mouvant d'un mouvement de translation avec une 
vitessejnstement^aleà celledu point A, de manière que 
ce poini]rcite «n repos rdativement au système. 

Mainteuânt', suppoaons (pi' on applique au point mobile 
m, et en même temps que la première force , une seconde 
force représentée en grandeur et en direction par la droite 
A^i le point mobile quittant le point A marche dans la 
direction de Ag avec une vitesse croissant proportionnel- 
lement au temps, et parcourt des longueurs proportion- 
nelles aux carrés des temps : de sorte que , taudis que la 
droite Âf marche parallèlement à elle-même en glissant 
te long de la droite Ap, le point mobile glisse le long de 
la droite Ay . 

Les longueurs parcourues suivant ces deux directions 
étaotloujoursdaQslerapport de A/'à A^flepointmobile 
ne quitte pas la diagonale AR du parallélc^amme cou- 
stroit sur ces lignes. Les vitesses acquises dans le sens de 
la diagonale sont aux vitesses acquises dans le sens des 
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càtés comme la diagonale esl k ces niâmes c6tés, ei let, 
chemins parcourus sont dans le même rapport; donc le 
laouvemcnt du point mobile, par rapport au système fixe, 
est exactement le même que si ce point était sollicité par 
une force unique représentée, en grandebr et eu direcli<H). 
par la diagonale AR. 

Cette force unique, qui produit le même elfet que deux 
forces données , se nomme leur résultante. Donc la résul- 
tante de deux forces appliquées en un même point est re- 
présentée, en grandeur et en direction, par la diagonale 
du parallélogramme construit sur les droites qui repré- 
sentent, en grandeur et en direction , .les forces données. 

Lorsqu'on sait trouver la résultante de deux forces, il 
est facile de trouver la résultante d'autant de forces qu'on 
voudra; ainsi, par exemple, on peut voir que la résul- 
tante de trois forces appliquées en un même point, et non 
situées dans le même plan , est représentée parla diagonale 
dn parallélipipède construit sur les frois composantes. 

Par la même raison qu'on peut composer trois forras 
en une seule, on peut décomposer une force en trois 

Si les trois composantes sont rectangulaires, chacuni? 
d'elles est la projection de la résultante sur sa direction. 

Lorsqu'on veut composer eu une seule plusieurs forces 
appliquées en un même point , on commence par projeter 
chacune de ces forces sur trois axes rectangulaires, on 
fait la somme des projections sur chacun de ces axes, on 
a ainsi trois composantes; en prenant la diagonale du 
parallélipipède construit sur ces trots composantes , on a 
la résultante de toutes les forces données. 

Si l'on applique une deniiére foi-ce égale et direciemeni 
opposée à la résultante de toutes les autres , on établit une 
compensation exacte entre toutes les vitesses produites, 
et le point d'application ifste en repos. On dit que des 
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foi-ces aODt en éqttUibt-e, quand elles neutralisent réci- 
proquement leurs actions. Four que plusieurs forces 
soîeot en équilibre , il faut et il suffit que chacune d'elles 
soit égale et directement opposée à la résultante de toutes 
les autres. 

11 est facile de voir que la projection de la diagonale 
d'un parallélogramme sur une direction quelconque est 
égale à la somme des projections des. deux côtés adja- 
cents ; d'où l'on peut conclure que la projection de la ré- 
sultante d'autant de forces qu'on voudra est égale à la 
somme des projections de toutes les composantes (bien 
entendu que les projections qui tombent eu sens contraires 
doivent être prises avec des signes différents) . 

La résultante est donc toujours égale à la somme des 
projections de toutes les composantes sur sa propre direc- 
tion. Par conséquent , si l'on représente par R la résul- 
tante des forces P, P', P", etc., et par p, p/ , p", etc., les 
projections de ces forces sur la direction de la résultante, 
on aura 

f^—p+p' + p"-\-..-. 
Eu appelant y la vitesse effective acquise à un instant 
quelconque par le point d'application dans le sens de la 
riésulunte, on aura 



On appelle travail élémentaire d'une force, le produit 
de la vitesse du point d'application par la projection de 
la force sur la direction de cette vitesse. Ce produit est 
appelé travail élémentaire moteur quand la force tend à 
augmenter la vitesse, et travail élémentaire résistant 
dans le cas contraire. Lorsque le travail élémentaire mo- 
teur est pris comme positif, le travail élémentaire résistant 
doit être pris comme négatif. 

On a donc ce théorème : Le travail élémentaire de la 

Ami. deMalhrmal., l. IX. (Mai iBSo.; 11 
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résultante est égal à la somme des travaux élémentaires 
de toutes les composantes. 

Dans le cas d'équilibre , la vitesse eSèctive dn point 
d'application, c'est-à-dire la vitesse résultant de l'action 
des forces, est nulle ; mais en remplaçant la vitesse effective 
par une vitesse virtuelle, c'est-à-dire par une vitesse 
quelconque que le point est susceptible de prendre indé- 
pendanunent de l'action des forces , le théorème a encore 
lieu. 

En effet , dans le cas d'équilibre , la somme des projec- 
tions des forces sur une direction quelconque est toujours 
nulle; en multipliant toutes ces projections par la vitesse 
que le point d'application est susceptible de prendre sui- 
vant cette direction, la sonmie des produits est encore 
nulle. Pour distinguer ce produit de celui oà l'on fait 
usage de la vitesse effective, nous l'appellerons travail 
élémentaire virtuel. Nous aurons donc ce théorème : 

Pour que des forces appliquées en un même point 
soient en équilibre, il faut et il siiffit que la somme des 
travaux élémentaires virtiiels de toutes ces forces soit 
nulle. 

11 faut remarquer que le produit de la vitesse du point 
d'application par la projection de la force sur la direction 
de cette vitesse est égal au produit de la force par la pro- 
jection de la vitesse sur la direction de cette force; par 
conséquent, on peut prendre, indifféremment l'un ou 
l'autre de ces produiu pour le travail élémenuircde la 
force. 

Transmission du travail élémentaire. Principe Jet 
vitesses virtuelles. 

23. Lorsque des points sont liés entre eux , de manière 
qu'ils ne puissent se mouvoir indépendamment les uns 
des autres, toute force appliquée à l'un d'eux est né- 
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cessairement transmise aux autres. Cherchons de qudle 
manière cette transmission s'opère. 

Dans la réalité, lorsqu'un corps est soumis à l'action 
d'une force, il commence par fléchir et se comprimer 
plus ou moins ; mais comme il arrive un instant où cette 
déformation cesse d'avoir lien, nous pouvons en faire 
abstractioD , et supposer que les difiérenis points d'tm 
corps sont liés entre eux par des droites d'une loji^eur 
invariable. 

Ainsi, par exemple, les trois sommets d'un triangle, 
les qaatre sommets d'un tétraèdre, sont fixement liés entre 
eux lorsque les longueurs des côtés et des arêtes sont in- 
variables. Nous pouvons toujours concevoir les dïl^rents 
pointa d'un système réunis entre eux par un réseau de 
trianglea et de tétraèdres. 

Les droites invariables forment ce que l'on nomme les 
Uaùons géométrùjues dit système. 

Quel que soit le mouvement qu'un pareil système soit 
sosceptible de prendre, les projections sur ime de ces 
droites des vitesses virtuelles de ses deux extrémités seront 
toujours égales et dirigées dans le même sens. 

En effet, soit AB {^g- 3), page 164, l'une de ces droites 
de longneur invariftble ; soient Ap et Rç les lignes qui 
représentent en grandeur et en direction les vitesses 
virtuelles des points A et B : la vitesse Ap peut être 
décomposée en deux autres , l'une Am dirigée suivant AB, 
l'autre Ar perpendiculaire k AB. La vitesse B^ peut 
être décomposée de même en Bn et hs. Or, puisque la 
distance AB doit rester invariable, il faut nécessaire- 
ment que les deux vitesses composantes Am et Bn, di- 
rigée* suivant AB , soient égales et dirigées dans le même 
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Si des forces appliquées en A et B (jig. 3) tendent à 
rapprocKer ou à écarter ces points l'un de l'autre, leur 
action est détruite par la résistance de la droite AB. 
Cette résistance donne donc naissance à dcsjorces inté- 
rieures dirigées suivant AB , et appliquées en sens con- 
traires au][ deux points A et B; de plus, ces forces inté- 
rieures sont égales entre elles. 

En effet , on admet Gomme un axiome , que deux forces 
égales et directement opposées, appliquées aux extré- 
mités A et B d'une droite invariable, se font équilibre; 
car il n'y aurait pas de raison pour que le mouvement 
commençât plutôt dans un sens .que dans l'autre. Chacun 
des points A et B étant maintenu séparément en équilibre 
par la résistance de la droite AB, il faut bien admettre 
que les foi-ces intérieures qui naissent de cette résistance 
sont égales entre elles. 

Si les forces appliquées en Â et B sont inégales, il y a 
un mouvement produit par l'excès de la plus grande sur 
la plus petite , et il reste deux forces égales à la plus petite 
qui se détruisent; ce sont ces denx forces ^ales qui 
tendeut à produire le rapprochement ou l'écartement des 
deux points, et auxquelles les forces intérieures doivent 
faire équilibre. 

Les projections sur la droite AB des vitesses virtuelles 
des points A et B étant égales et dirigées dans le même 
sens , les forces intérieures dues à la résistance de cette 
droite étant égales et dirigées en sens contraires, il est 
évident que les travaux élémentaires dus à ces forces 
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seront toujours égaux cl de signes coulraîresi donc leur 
somme sera imlle. 

U en est de même ^lour toutes les forces intérieures 
dirigées suivant les droites qui forment les liaisons du 
système. Nous pouvons donc conclure que la somme des 
travaux élémentaires dus aux forces intérieures résultant 
des liaisons est toujours nulle. 

Lorsque, par l'action des forces extérieures, le sys- 
tème est mis en mouvement, chaque point mobile est 
sollicité par une force immédiate telle, que si ce point 
était indépendant de tous les autres, il prendrait le 
même mouvement que celui qu'il prend réellement. Cette 
force immédiau! qui produit le mouvement d'un point 
est évidemment la résultante de toutes les forces, tant 
extérieures qu'intérieures, qui le sollicitent. Le travail 
âémentaire de cette résultante est égal à la somme des 
travaux élémentaires de toutes ses composantes ; par con- 
séqfient, la somme des travaux élémentaires de toutes les 
forces immédiates est égale à la somme des travaux élémen- 
uires de toutes les forces , tant extérieures qu'intérieures , 
qui sollicitent tous les points mobiles ; mais la somme des 
travaux élémentaires de toutes les forces intérieures est 
toujours nulle; nous avons donc ce tbéorème fondamental 
qui renferme, pour ainsi dire, toute la mécanique: 

£(j somme des travaux élémentaires de toutes les résul- 
tantes immédiates auxquelles sont dus les mouvements 
des différents points d'un i^stème, est égale à la somme 
des travaux élémentaires des forces extérieures ap- 
pliquées à ce système. 

Nous entendons par forces immédiates les forces qui , 
étant appliquées aux différents points d'un système sup- 
posés iadépeDdanis les uns des autres , leur imprimeraient 
les mêmes vitesses qu'ils pn'nncnt en vertu des liaisons 
qui existent entre eux. 
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Nous aurons sonvenl à revenir sur ce théorème dont 
les autres principaux théorèmes de mécanique ne sont, 
en qoelque sorte , que les corollaires. Nous commencerom 
par en déduire le principe général de l'équilibre. 

Le travail élémentaire de la force immédiate qnî produit 
le mouvement d'un point est toujours positif; caria vi- 
tesse elTective étant due à l'action de cette senle force, est 
évidemment dirigée dans le même sens qu'elle. Par con- . 
séqueut, la somme des travaux élémentaires de toutes les 
forces immédiates est égale à l'excAs de la somme des 
travaux élémentaires moteurs sur la somme des travaui 
élémentaires résistants de toutes les forces extérieures. 
Si ces deux sommes sont ^ales, toutes les forces immé- 
diates sont nulles, il n'y a aucun mouvement produit, et 
les forces extérieures sont eu équilibre. 

Mais alors les vitesses effectives des points d'application 
des forces extérieures étant nulles , il faut remplacer les 
vitesses elfectives par les vitesses virtuelles -, on a donc ce 
théorème : 

Pour que des forces dirigées et appliquées d'une 
manière (fuelconque soient en équilibre, il faut et d 
suffit que la somme des travaux élémentaires virtuels 
de ces forces soit nulle. 

Ce théorème est connu sous le nom de principe des 
vitesses virtuelles. 

Si les forces extérieures ne sont pas eu équilibre , il est 
clairqu'onéutbliraréquilîbreen appliquant àchaquepoint 
mobile une force égale et directement opposée k la résul- 
tante immédiate qui le sollicite. On ramène ainsi tontes les 
questions de mécanique à des questions d'équilibre. C'est 
pour cette raison qu'on commence l'étude de la mécanique 
parla JEati^K?, qui est la science de l'équilibre. On appelle 
dynamique la partie de la mécanique qui traite de la pro- 
duction des mouvements par l'action des forces. 



by Google 



( .6,) 



'ii. Avant de faire des applications du principe des 
vitesses virtuelles, nous insisterons de nouveau sur sa 
démonstration à cause de son importance. 

Soient A , B, C, D {Jîg- 3) les quatre sommets d'un 
tétraèdre dont les arêtes ont'des longueurs invariables. 




Soient P, P', P", P" des forces appliquées à ces points. 
Représentons par p la projection de la vitesse vtrtnelle 
du point A sur la direction de la force P, et de même 
par p', p'\ p" les projections des vitesses virtuelles des 
points B, C, D sur les directions des forces P , P", P"'. 
Pour qu'il y ait équilibre , il faudra qu'on ait 
Ç.p-¥ V.p ■*■ V".p' + V'.p'" = o. 

En eâèt, représentons par T les forces intérieures pro- 
venant de la résistance de l'arête AB et appliquées en sens 
contraires aux deux extrémités A et B . 

Soit ( la projection de la vitesse virtuelle du point A 
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sur la direction de A B , la projectioD sur la même direc- 
lion de la vitesse virtuelle du point R sera aussi égale à (; 
mais le travail élémentaire virtuel de la force T au point A 
étant égal à +T.ï, le travail élémentaire vîrtud au 
point lî sera — T. t. 

En représentant de même par ï', T", T'", T'", T' les 
forces intérieures dues aux résistances des arêtes AC, ÂD, 
BC, BD, CD, et par t', t", t'", t'", t' les projections sur 
ces arêtes des vitesses virtuelles de leurs extrémités, on 
aura pour les ii-avaux élémentaires virtuels dévdoppés 
aux deux extrémités 



de l'arête AB, 


-1-7. t 


et 


—T./; 


de l'arête AC, 


-hV.t' 


et 


-r.r'; 


de l'arâte AD, 


+r./" 


et 


— r.i"; 


de l'aréie BC, 


-hT"-l' 


' et 


—T.t" 


de l'arête BD, 


+ T"./' 


' et 


-V^.t" 


de l'aréie CD, 


-hT'.r 


et 


-T-r. 



Four que le système soit en équilibre , il faut que chaque 
point séparément soit en équilibre. Nous aurons pour 
l'équilibre des forces ' 

Aurour du point A, P.;> + T.ï + T'./' + T.r" = o; 
Autour du point B, P.p' — T.t + T.i"' -hT".!'" = 0; 
Autour du point C, V".p' — T.t' — T" .t" -i-T^.f = 0; 
Autour du point D, f .p' —T' .1" —V .i" — T',/'=o. 

En faisantla somme, on voit que tous tes termes qui 
représentent les travaux élémentaires virtuels des forces 
intérieures dues aux résistances se détruisent, et il reste 

V.p + P'.p'-hP".p'' +P' p'~o. 
Cette démonstration s'étend à autant de points et anUnt 
de forces qu'on voudra. 

Elle s'applique aussi bien à un système gêné dans ses 
mouvements qu'à un système entièrement libre, puisque 
l'on entend par vitesses virtuelles, les vitesses que les difle- 



by Google 



( '69) 
rents points sont succeptJbles de prendre en venu des 
mouvements possibles. Ainsi, par exemple, supposons 
qu'il y ait un point fixe O. La droite OA, menée du point 
fixe au point mobile A , n'a que la liberté de tourner au- 
tour du point fixe ; par conséquent , la vitesse virtuelle 
du point A est toujours perpendiculaire à la droite OA, 
et sa projection sur cette droite est nulle : donc le produit 
d'une force intérieure dirigée suivant OA par la projection 
de la vitesse virtuelle du point A sur la direction de cette 
force est nul de lui-même. 

Pour faire usage du principe des vitesses virtuelles, il 
faut supposer un des mouvements possibles du système 
auquel les forces sont appliquées , puis égaler à zéro la 
somme des travaux élémentaires virtuels correspondants; 
on obtient ainsi la condition à laquelle les forces doivent 
satisfaire pour neutraliser réciproquement leurs actions 
par rapport à ce mouvement possible. Il suit de lÀ qu'on 
doit toujours avoir autant de conditions d'équilibre que 
le système peut prendre de mouvements diiTérents ; cha- 
cune de ces conditions indiquant que les forces se neutra- 
lisent réciproquement par rapport à l'un de ces mouve- 
ments possibles. (La suite prochainement.) 



nÉMÉn IK M. JflCHUISTIUL SUR L'INTSRSBCTION W 
Vm COKIQGKS. 

(Jourr.ldi.M. Crfllp,UiniB'XXXVI,pieei!)6; 18I8.) 

I. Lemme. Toutes les racines d'une équation algé- 
brique peuvent être représentées par des tangentes d'arcs 
réels on imaginaires ; uQe fonction symétrique de ces arcs 
est nne quantité réelle. . 
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II. Lemme, Soit 

A,** + A,i— ' + .. . + A.= (» 

une équation algébrique de degi^ m; «■ l'on a 
A, — A, -h A, - A, + . . . = o, 

la somme des arcs-racines est un multiple de n ; et li 
l'on a 

A, — A, + A, — A, + . . . = o, 

la somme des arcs-racines est un multiple de -■ 

La démonstration est fondée sur la formule connue qui 
exprime la tangente de la somme des m arcs, et sur les 
relations newtonniennes entre les coefficients d'une équa- 
tion et les racines. 

m. Lemme. Deux coniques situées dans un même 
plan ont un système d'axes conjugués en commun. 

IV. Soient, dans un mêmeplan, deux coniques à centre; 
prenons pour axes coordonnées le système commun d'axes 
conjugués, et pour origine le centre de l'une de ces coni- 
ques ; les équations de ces courbes seront de la forme 



Aj' -t- C** + Dj- +E»-(-F = o, 



Faisons dans la première équation x^dcosa, nous 
aurons y=:b sin ce ; dans les points commims aux deux 
coniques, ces râleurs doirent aussi satisfaire i la seconde 
équation. Faisant la substitution, on obtient 

kb' sin'a + C<»' cos'«-hDJ8in«+ Ea cosa + F =o. 
Un calcul facile donne 

iUng'a[(A*' ■+■ F)' — D'6'] — aaiDE Ung»» 
+ tang'a[a(A*' -I- F) (C<i' H- F) — 6'D' — a' V.'] 
— 2DEn6 tanga-h(Ca'-(-F}'— E'n' = o. 
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Comparaol avec le lemme H, oous avons 

A, — A, = oj 
donc la somme des arcs-racines est un multiple de n. On 
peut faire de ce résultat le sujet d'nu théorème qui devient 
celui que M. Joachimsthal a énoncé sans démonstration, 
en supposant que la seconde conique est un cercle, et 
alors la première conique est une ellipse rapportée à ses 
axes principaux. 

V. Si dans l'équation (i) nous avoos 

A, — A, + A, = o [lemme H) , 
ou bien, toute réduction faite, 

AA' — Ca' = Oi 
alors 1b somme des arcs-racines aux points d'intersection 
est un multiple de — 

VI. Lorsque la première conique est une hyperbole, 
son équation étant de la forme 

a'/'— fc'j:' + o'é' = o, 

*^<iséc«, et /^AiangB. 

On trouve que lorsqu'on a la relation 

AA' + Ca'-|-F = o, 

la somme des arcs-racines aux points d'intersecUon est 

un multiple de n, et un multiple de - pour la relation 

AA'4-Ca'— F — DA = o. 
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SOlUnON DE LA QUESTIOlf 194 

Pak mm. BENOIT {hioa} et HERBE (Auguste), 

Ëlèvei d« malbflmMiquss supérieure* lu lycée de Reims 

(ciMsedeM. SorniDJ. 



I . Od distingue trois sortes de polygones plans : i" les 
polygones convexes^ 3° les polygones à angles rentrants; 
3° les polygones étoiles, 

S. Problème. Dans un çuadrilatère plan , ayant tieux 
angles opposés droits, étant donnés deux côtés con- 
sécutifs et l'angle compris entre ces côtés, trouver l'aùe 
du quadrilatère en fonction des données. 

Solution. Un tel quadrilatère est nécessairement 
convexe. 

!•' cas. Quadrilatère non étoile. Soient O, A , O', A' 
les sommets du quadrilatère ; A, A' deux angles opposés 
droits; OA = ii, OA' = a'; angle AOA'^a : on obtient 
facilement 

A'O' sina = fl — «' cos«, AO' = a' — n cosa. 
Désignant par S l'aire du quadrilatère, on a 



aSsinH=2nrt'— (n'+(»"}cos«=4'"''cOï'-« ~ (a +rt'}' cosa. 

Autrement. Prolongeons AO' et OA' jusqu'à ce qu'ils 
se rencontrent en I , on a 

aS=2(A10 — O'U'), 



by Google 



( '7-* ) 

2 AOI ^ AÔ' . lanu a r= - " -— " ■— , a O' lA' = l" — " «M^V 

smarasa «iinacosa 

d'où 

aSsina^ aW — (o'-t-o'') cosa, 

comme ci-dessus. 

a' cflj. Quadrilatère étoile. Le poini d'intersection I 

est sur les càtés AO', A'O non prolongés, alors l'e:q»res- 

2aa' — (■i= + fl")cosii 1 ,.—, 

sion : est toujours la dmerence des 

aires des triangles AIO et O'IA'; et c'est seulement de 
cette diiTërencc doot on a besoin dans la question 194 
qui suit. 

3. PKOBLBHe. Connaissant en grandeur et en direc- 
tion tes perpendiculaires abaissées d'un point O sur les 
côtés d'un polygone plan, trouver l'aire du polygone 
en fonction des données. 

Solution. Soit n le nombre des côtés du polygone et 
aussi le nombre des perpendiculaires abaissées du point O 
sur ces c6tés : on formera ainsi n quadrilatères ayant 
chacun deux angles opposes droits. Désignons les côtés 
successifs parles nombres i, 2, 3,... ,n; et de môme les 
perpendiculaires par p,, pi, pi,..., pn', p^-, Pr+i étant 
deux perpendiculaires consécutives , l'aire du quadrila- 
tère correspondant sera (§§ â et 3) 

. 2p,p,.v, — {pl + p' + ,) C05(/l,,/'^, } ^ 

3sin(/»„ p^,j 

et l'aire du polygone est ^ale à la somme de n expressions 
de cette forme. Il n'y a de difficultés que pour les signes : 
on les détermine ainsi. Du point O comme centre, et d'un 
rayon quelconque , on décrit une circonférence: allant 
d'une perpendiculaire k la suivante, toutes les fois qu'on 
mircKe dans le même sens, de ta 3, on prend l'expression 
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telle qu'elle est , et quand on marche dans le sens inverse, 
on prend l'expression avec le signe opposé ; car le signe 
d'une des perpendiculaires devient négatif, et « se change 
dans 2< — a. Il suffit de faire une figure poar se convaincre 
de la justesse de cette détermination de signes. 



ARITHMOLW». 

Théorème, a étant un nombre positif ou négatif de 
lafoime 6 + i ; ft un nombre positif ife la forme a + i 
et X une quantité quelconque, on a l'équation 



K- 



(Jacobi. Crelle, toroeXXI, page i3; 1840.) 
Démonstration. 11 suffit de démontrer que la somme 
des termes oùx a le même exposant est nulle. Faisons 

a'+3fi'=a"-l-3A''; 
on satisfait, comme on sait, à cette équation par les huit 
valeurs suivantes : 



* 2 

Mais, d'après l'hypothèse, pour que x appartienne 

à la série, il faut que a\ positif ou n^atif , soit de la 
forme 6 — i , et que b' soit posîtil et de la forme 3 + i ; 
ces conditions vont réduire le nombre de ces valeurs à 
une seule. 
En effet, a éXxat impair, il n'y a que ces deux cas pos- 



;*] Noua meltons le point IcibniUien pour indiquer un mulliplr. 
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nbles : 

„ . a+b . a~b . . 
Premier cas. pair, impair, 

„ .. a + b. . a~b 
Oeuxiene cas. impair, pair. 

Représentons par les ardeurs de ces quatre 

nombres : alors à £ ^ + i correspond le deuxième cas , et 
kt= — I correspond le premier cas ; donc 



Comme b' est impair , on a donc 

a 
le nombre correspondant de a' est donc 

^,_ g — S.f. 

(on change b en — tb): mais b' devant être positif, nous 
pcavons écrire 



I a-i-ib , .. 

lonque est négatif. 

Si dans a' nous prenons le signe supérieur, alors 
3d' — a devient divisible par 3: mais a et a' étant tous 
de la forme 6+ i, ao' — a divisé par 3 laisse pour 
reste i ; le signe supérieur doit donc être rejeté; on a 
donc 

a-iib 
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ia' -¥-a est divisible par 3 , et a étant de la forme 6 + i . 
afl' est de la forme 3 + a , et par conséquent a' de la 
forme 3 + i . Or on a 

ib't'-^ a H-ùi (car t''^ i), et 2n':= 3i« — o; 
donc 

& étant impair , a' est donc aussi impair ; donc a' est de 
la forme 6 + i • Ainsi 




Les équations (2) sont de la même forme que les équa- 
tions {■), «et f' ont changé de rôle; et comme h doit être 
impair, on voit que, pour t' 

a' — b'. , 

^i .... — . pair; et pour e =: 

est pair ; donc 

Les équaUons (a) montrent que les mêmes opérations par 
lesquelles on a déduit a' et b' de a elàe b, conduiraient 
de a' et b' vers a et £ ; le» deux systèmes de valeurs a , b 
et a' et k' ont donc une relation de réciprocité, et, en 
conÛDOant les opérations, on reviendrait aux précédentes 
valeurs. Il soffit donc, pour la démonstration, que les 
deux coemcients de x et de ;r soient égaux 

et de signes opposés. 
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de ces coefficients est 



Substituant pour a! et V les valeurs tirées de l'équa- 
tîoD {■), on a 

a"_6'.= _2.i(a — .6), 
et delà 

^{e/-'—b'')=—tt'b{a^~b% 

la somme des coefficients devient donc 

*(«■-*')[(— ~-'<'(—)"^^J- 
Mais 

. = (-.) ' . /=(_.) ^ , 

d'où 

a'— 8' a—h 

donc cette somme est nulle. C. Q. P. D. 

Observation. Le cas peut se présenter oàa':=aet 
l/= b ; alors la première des éqnarions (a) donne 

n =: 6t; donc a* — &*^o; 

ce qui vérifie évidemment le théorème. 



Am. de Malhimml 
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SUR LliPOSSIIILITÉ , Bit NOMBBBS ENTIERS , RE L'ÉQUATION 

x~ =y' ■+- 1 -, 

Pa& m. lebesgue. 

Selon M. Catalan, *}eux nombres consét^utifs, autres quu 
D et 9, ne peuvent être des puissances (^fin., 1. 1, p. Sso); 
en d'autres termes , t'équalion x" =: j'" + i est impos- 
sible. 

L'impossibilité est manifeste pour m^it, et plus 
génëralement pour le cas dans lequel m et n ont an divi- 
seur commun. On peut donc ramener tous les cab à ceux 
de m et n premiers en changeant les inconnues. Voici la 
démonstration pour le cas de /i ^ a et m impair. 

Elle repose su ries propriétés élémentaires des nombres 
entiers complexes fl-l- b\j — i {a, b entiers, positifs ou 
négatifs) , introduits par M. Gauss dans la Théorie 
des Nombres. Il stiJIira de dire ici qu'en représentant 
par Oi^ Ot^ Ht t etc., une suite d'enliei-s «, + ;3, v' — i , 
«, + (3» V — 'i ^'•^•i ^^^ P'"' ^^^ équations u-Ilrs que 

mettant le quotient — ^ sons la forme b, + c, ^^ , 

et faisant ç,= B, -(- C, V — 1, en supposant que B, , 
C, soient les entiers les plus près (par excès ou dé- 
faut) de b; , c, , c'est-à-dire tels , que les valeurs abso- 
lues des différences £, — B, , c, — C, ne surpas- 
sent jamais -, alors le carré du module de a,^«, ou 

{«,+»)•-»- (/3,+,)', en faisant a,+, = a,+, ■+- /3i+, \/3ï, 
sera moindi-e qut- la moiiié du cariv du module de «n.,. 
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( JVoM . On donne le nom de norme au cari-é du uiodule.) 
On voit donc que la série a, , a^, a,, etc., se terminera 
par un nombre dont la norme sera o ou i. {yaîrNouveRei 
Annales, tome III , page 34o*) 

ADmoyendecethéorèmedeM.Gauss, on peut étendre 
aux entiers a-^-h y-— > toutes les propositions corres- 
pondaotes à celles qui existent pour les entiers ordinaires, 
relativement à la décomposition en facteurs simples ou 
premiers. De là , au moyen du tliéoréme de Wariog, ou 
établirait sans difficulté que tout nombre premier p de 
forme 4 ^ + > est la somme de deux carrés : 

;> := o" + i= = (o + 6 V^ ) (« - 6 ^/37 ). 

U suffira d'avoir indiqué en passant cette ap|^ca(ioa déjà 
faite par M. Dîricblet. 

An moyen du même tliéorème , on peut prouver aussi 
l'impossibilité de l'équation 

Si les facteurs y -t- v'; — •) y — ^ — i avaient un fac- 
teur commun, il diviserait la différence "iy — i; or, 
j impair donnerait y* + \^^h-\-i qui n'est pas une 
puissance; donc j' est divisible par 2; ij — 1 ne l'est pas; 
les facteurs communs ne peuvent donc être que +1, 
— 1 , ^j — I, — y—ï, qui sont diviseurs de tous les 
nombres. Ainsi y-\-^ — i et y — ^ — 1 sool premiers 
entre eux; et puisque y*-i-i est une puissance to'*"', 
il faudra poser 

^+,/=T=;, + ,v^)-(,C7)', 
r-,C7 = (.-.V=T)-(-V=Tr, 

j-'+ 1 =;«' + .')- = a-, *=«' + ,^. 
Comme y est pair et x impair, l'un des nombres u , v 
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est pair. Me là 

savoir, pour « pair ^ aj5, 

el pour Df impair = a ^ -H > - • 

(— i)^ = u- — '""'~ ' ■ «— P-' + . . .±mu<'— ' i 

^ ' 1.2 

la première équation donne i' ^ ± i , la deuxième , 
u^ ± j, puisque a et f divisent ( — t)^ i= ± i. 
On aura donc , dans les deu'x cas, 



.2.3.4 



-,,'-...=±1 



p étant égal à u ou à i/, et toujours pair. Avec le 
signe inférieur, l'équation est impossible, car elle don- 
nerait 2 divisiUe par 4- Avec le «igné supérieur on a, en 
divisant par ^*, 

(A) "•"'7' -- "'~' ""' ""^ 



TTTM ''^ 

Or cette équation est impossible. Cela est évident pour 
— ~ impair; pour — pair, l'impossibilité s'é- 
tablit ainsi qu'il suit : 

Soit A 0" -»- B 6 + C ô'' H- . . . une fonction entière où 
les entiers A, B, C, etc., sont premiers à dj si les expo- 
sants entiers positifs a, (3, /, etc., »e vont pas en décrois- 
sant, et que a soit moindre qae tous les autres, on nr 
•aurait avoir A9 +K0 +-.> = o; car il en résulterait 
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A + Be'^""-*- ce'' ""-+-.- - = o, d'où A diïisibl»! par 
contre l'hypothèse. 

Or réqaaiion (A) reutre dans ce ca». Si l'on prend le 
terme général de l'équation A , et qu'on l'écrive ainsi 
m.m — i iH — n.m — Z. . .m — ai+i 1.2./3"-' 

1.2 l.a...2/ 2 2* 1.3j(' 

les deux premiers facteurs étant entiers, et le premier 
pair par hypothèse, le dernier facteur n'est pas nécessai- 
rement enUer; mais la puissance de 3 qui divise le numé- 
rateur surpasse la puissance de 3 qui divise le dénomina- 
teur, si la puissance de 3, qui divise p*'"*, surpasse la 
puissance de a qui divise h. Or, c'est ce qui a lieu; p est 
pair, donc p'*~' est divisible au moins par 
2''-' = (i +1 )''-' = 1-4- 2* — a-t- a = i -t-f — n-...>*. 

Ainsi le troisième facteur « la forme —77—, 1 et /' étant 

des entiers impairs; on voit donc que dans le terme géné- 
ral, qui est nécessairement entier, l'exposant de a est plus 

grand que dans le premier terme ~ ; réquation(A) 

est donc impossible. 

Les autres cas de l'équation x"" =: y" -i- i paraissent 
présenta' plus de difficulté. Je n'ai pu savoir jusqu'ici ce 
que M. Catalan a trouvé à ce sujet. 



IIIBSTI0II8 U «iOMKTRIB ANALVTIQIIB BT M CUiCUL 

MFHIITBSiMAL; 

Pu M. STREBOR. 

I. Soient X, V deux poinU pris sur les prolougements 
des axes d une ellipse dont on désigne le centre par O , teU 
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que, si P, Q sont respect! veoieiit les points de conuci 
des taagentes menées de X, Y, les angles OXP.OYQ 
soient ^aux. Trouver la courbe , lieu du point , dont OX, 
OY sont les coordonnées. 

II. Maserés, dans ses Scriptoms Logarilhmici , a re- 
marqué que : 

Si la foDCtiouy = log lang "{ 7 -1- - )» étant développée 
suivant les puissances dex, donne la série 

le développement de x, suivant les puissances do j', 
sera 

x = a,j — a,)'-lra,y'-~a,y-\- 

III. Soient deux paraboles ayant même foyer, et s'entre- 
coupabt orthogonalement, qui toncheut respectivement 
deux ellipses bomofocales données, dont un des foyers 
coïncide avec celui des paraboles. Les points d'intersec- 
tion de toutes les paires de paraboles qui satisfont à cette 
condition seront situés sur une circonférence de cercle, 
ayant pour centre le foyer commun des paraboles. 

IV. Trouveren coordonnées elliptiques l'équation d'une 
parabole quelconque, tangente à une ellipse donnée, et 
dont le foyer coïncide avec un des foyers de l'ellipse. 

V. Soient 



= r-' _''f_ 

Jo v'i — sin'Osin'ii 

Jo ^1 — cos'esin'f 



il faut prouver que 

8 3 log (4 sin 6 tanp S 
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IV''. Uvsîgnons par A l'inUigralf; dt'-liiii 



i: 



il Jaut prouver que ' 

^o s/(.-isin'e)v'(i-^«n"?} * 
VII. Trouver la coui-bc , lieu du sommet d'une hyper- 
bole é(|uîlatère, tangente à une cassinoïdc donn<5e, m 
concentrique avec elle. 



THÉABtlIB SUR IBS ABCS DES 0V4LBS DE DKSCARTES; 
Pm H. STREBOR. 

L'arc d'un ovale de Descartes (ou d'une ligne aplané- 
tïque) s'exprime par une fonction ultra-elliptique dans 
laquelle la quantité soumise au signe radical monte 
jusqu'au septième degré; maïs, malgré la complication 
de ce résultat, on peut déterminer algébriquement sur 
cette courbe, d'une infinité de manières, des arcs dont 
les diOërenccs sont réductibles aux arcs d'ellipse. 



NOT£ 

i»r la SHUic iti ugics d'il poljgait plu et sir i'iirt di p«l}g»e 

ifWn^ie; 



On distingue irojs espèces de polypnncs plans ou sphé- 
rîqucs. 
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1°. Polygones convexes^ aucun côté n"esi rencontré par 
un <:6té non adjacent; aucun angle intérieur n'est plus 
grand que deux angles droits. 

2". Polygones non convexes j aucun côté n'est rencontré 
par un c6té non adjacent. Il y a des angles intérieurs pins 
grands que deux anglesdroitâ. 

3°- Polygones étoiles; un coté est rencontré par un 
cAté ou par plusieurs c6tés non adjacents. 

Dans ce qui suit, il ne s'agit que de polygones non 
étoiles. 

4. THËoaÈHE. Dans un polygone convexe, la somme 
des angles intérieurs est égale à autant de fois deux 
angles droits qu'ily a de côtés moins deux. 

Démonstration. Soit un polygone de n cAtés. Suppo- 
sons que le théorème subsiste pour n — 1 côtés. Soient Â , 
B , C trois sommets consécutifs : menons la diagonale AC; 
elle forme évidemment, avec les côtés restants , un poly- 
gone de n — I côtés. La somme des angles de ce polygone 
est égale, par hypothèse, à s (n — 3) ou à an — 6 
angles droits ; joignant à cette somme celle des trois angles 
du triangle A, B, C, on obtient évidemment la somme 
des angles du polygone donné , somme égale à 

donc le théorème subsiste aussi pour un polygone de n cotés . 
Or il subsiste pour le triangle; donc, etc. 

Même démonstration pour l'aire d'un polygone sphé- 
rique convexe. 

â. Lemme. Dans tout polygone non convexe, il est 
toujours possible de mener au moios une diagonale qtii 
ne soit rencontrée par aucun côté non prolongé du poly- 
gone. 

Démonstration. Soient A, B, C trois sommets coDsé- 
(^^lifs; menons la diagonale BC. Si elle ne reiicoiitrc 
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aucun côté du polygone , c'est la diagonale d 
elle rencontre un côté ou plusieurs, concevons qu'elle se 
meuve parallèlement à elle-même, en se rapprochant du 
sommet B. Il arrÎTers nécessairement un moment où, 
passant par un ou plusieurs sommets du polygone , il n'y 
en aura plus entre elle et le sommet B; soit O un de ces 
derniers sommeu. Menons la droite OB ■, c'est une diago- 
nale et non un côté , puisque deux côtés BA , BC passent 
par B, et cette diagonale OB ne peut être rencontrée par 
on côté, à moins que ce côté n'entre dans le triangle et 
coupe un des côtés BA , BC ; ce qui est impossible , puisque 
le polygone n'est pas étoile; donc, etc. 

Observation. Même démonstration pour les polygones 
sphéricjues non convexes; il faut concevoir que le plan 
du grand cercle BC se meuve parallèlement à lui même. 

3. Théorèhe. Dans un polygone non convexe, la 
somme des angles intérieurs est égale à autant de fois 
deux angles droits <jtiilj a de côtés moins deux. 

Démonstration. Soit un polygone de n côtés; suppo- 
wns que le théorème subsiste pour tout nombre de côtés 
moindre que n. Menons une diagonale qui ne soit ren- 
contrée par aucun côté (§ 2). Supposons que cette diago- 
nale ailp côtés du polygone à sa droite et ^ à sa gauche; 
de sorte qu'on a /» 4- ç = n. Cette diagonale forme, avec 
les^ côtés , un polygone de /> -f- i côtés , et avec les q côtés, 
utipolygonedeç+t côtés;etronap-l~i <:^n,q + i <^n; 
donc,suivant l'hypothèse, les so cnmes des angles intétieurs 
dans chacun de ces polygones sont 3 (;; — i ] droits et 
a (9— i)droits,etensemblea(p-t-y — 2) = a(n — 2). 
Mais l'ensemble de ces sommes est égal à la somme des 
angles du polygone donné; donc le théorème subsiste 
pour n cotés. Le théorème est évident pour un quadrila- 
tère non convexe ; il est donc vrai pour un polygone d'un 
nombre quelconque de côtés. 



by Google 



( '86 ) 

Observation. Même démonstration pour trouver i'aùe 
d'un polygone sphérique non convexe. 

i. Théorème. Dans tout polygone plan, la somme 
des angles en dehors est égale à autant de fois deux 
angles droits qniîy a de côtés pins deux. 

Démonstration. Un angle intérieur plu* son angle en 
dehors vaut quatre angles droits ; donc , etc. 

S. Concevons qu'un point déerive un polygone toujours 
dans le même sens, à partir d'un sommet quelconque; à 
chaque sommet , le point change subitement sa direction 
dans celle du c6té voisin; la différence des deux directions 
est mesurée par uu angle qu'on nomme angle extérieur-, 
il est le supplément à deux angles droits , par défaut pour 
un angle saillant et par excès pour un angle rentrant. 

B. Théorèhe. Dans un pofygone convexe, la somme 
des angles extérieurs est égale à quatre angles droits. 

Démonstration. Chaque angle intérieur plus l'an- 
gle extérieur correspondant vaut deux angles droits; 
donc, etc. 

7. TniORÈME. Dans un pofygone non convexe, ta 
somme des angles extérieurs correspondants à des angles 
saillants moins la somme des angles extérieurs corres- 
pondants à des angles /entrants, est égale à quatre 
angles droits. 

Démonstration. Pour un angle saillant S, l'angle exté- 
rieur est a?^ — ^S; pour un angle rentrantR, l'angle exté- 
rieur est R -^ a*" ; donc , etc. 

8. Trëorème. Tout pofygone équiangle est convexe. 
Démonstration. Soit n le nombre de c6tés; la valeur 

de chaque angle intérieur est donc a' — — : tout angle 

intérieur est donc moindre que deux angles droits; 
donc, etc. 
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9. TaÉonÉME. Tout polygone non convexe a au moins 
trois angies saillants. 

Démonstration. Soit le polygone de n côtés; si tepoly- 
gooe n'a que deux angles saillants , il aura n — 2 angles 
rentrants : la somme des angles intérieurs surpasserait 
donc 2 R — 4 angles droits, ce qui est impossible, etc. 

10. TaÉOKÈMB. Dans tout polygone convexe, lasomme 
des compléments des angles intérieurs obtus moins la 
somme des compléments des angles intérieurs aigus, est 
égale à autant d'angles droits qrtily a de côtés moins 
quatre. 

Démonstration. Soient nie nombre de côtés; o le nom- 
bre d'angles obtus, eto' la somme de leurs compléments ; 
a le nombre d'angles aigus, et a' la somme de leurs 
compléments : la somme des angles intérieurs est donc 
-t-o' — a'-i-(o-+â) angles droits, ou n angles droits 
+ 1?' — a'; donc (/ — «'= n — 4 angles droits. 

Corollaire, Tout polygone convexe , le triangle excepté, 
a au moins un angle obtus. 

11. Lemme. Soit le trilatère ABCD, formé par les 
droites AB, BC, CD. Élevant en B une perpendiculaire 
à la droite AB , et en C une perpendiculaire à la droite CD, 
l'angle BOC formé par les deux perpendiculaires BO,CO, 
est égal à quatre angles droits moins la somme des angles 
ABC + BCD. 

.12. Théorème. Si un point mobile décrit une courbe 
plane sans iriflexion et toujours dans le même sens, la 
somme de tous les changements de direction est égale à 
l'angle Jormé par les deux normales menées au point 
de départ et au point d'arrivée. 

Démonstration. Soient AMB la courbe parcourue; A le 
point de départ et B le point d'arrivée ; AP la direction de 
la tangente en A indiquée par lo sens du mouvement de 
départ, et BQ la direction de la langcnic en B, indiquée 
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par le sens du mouveaiuiit d'amvéo. Si le puiiii parvenu 
eu B parcourait la corde BA pour revenir en Â , ta somme 
totale de ces changemeala de direction serait égale à 
quatre angles droiu (§6); mais , depui^i qu'il est parti 
de B, le point a changé deux fois de direction ^iB; ce 
changement est mesuré par Tangle QBA, et en A il est 
mesuré par l'angle BAP. Donc la somme des changements 
de dii-ection subis pendant le parcours de l'arc AMB est 
égale à quatre angles droits moins la somme des angles 
QBA+ BAP>, et, d'après le lemme précédent, celte dif- 
férence est égale à l'angle formé par les perpendiculaires 
aux ungentes, c'est-à-dire par les normales. C. Q. F. D. 

Observation. Lorsque les normales sont parallèles, elles 
sont censées former ensemble deux angles droits ; de même 
lorsque, formant une droite, elles sont dirigées en sens 
opposés. Ainsi , un point décrivant une demi-circonfé- 
rence ou une demi-ellipse , la somme de ses changcmenis 
de direction est égale , dans les deux cas , à deux auglts 
droits. 11 faut toujours prendre la normale dirigée vers le 
centre de courbure. 

Remarque. Pour les polygones réguliers étoiles , dojcs 
tome VIII, page 68. 



SQLUnON DE U QUESTWK «fi 



Pab m. Gust*ïz MARQFOÏ, 
^.lèvc(institulian Sainut-Birbc ). 



I . Lemme. Une ligne plane de d^ré m étant rapporlée 
à des axes rectilignes , si l'on divise proportionnellement 
toutes les ordonnées, les points de division sont sur une 
ligne de môme degré. 
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Obsei-vation. Ce lemme subsisle pour les surfaces. 
â. Lemme. Chaque corde (l'un système de cordes pa- 
rallèles dans une conique élanl partagée proportionnel- 
lement , les points de division sont aussi sur une conique. 
Démonstration. Les moitiés des cordes sont aussi par- 
ugées proportionnellement; mais les milieux des cordes 
parallèles sont sur une même droite; donc les moitiés 
peavent être considérées comme des ordonnées , et l'on 
retombe sur le lemme précédent. 

Observation. Le lemme subsiste pour une surface du 
second d^ré; car les milieux des cordes parallèles sont 
sur UD même plan. 

3. Questûyn 66. On donne une conique et un diamètre . 
Trouver sur le diamètre un point tel , qu'en menant par 
ce point une parallèle ^ une droite donnée, les deux 
Moments de la sécante soient dans un rapport donné. 

Solution. Concevons un système de cordes ayant toutes 
la direction donnée. Divisant ces cordes dans le rapport 
donné, les points de division sont sur une coni<|ue 
{femme 2). Donc le point cherché est sur l'intersection 
de cette conique avec le diamètre, et l'on sait qu'on peut 
toujours trouver l'intersection d'une conique et d'une 
droite sans construire la conique , pourvu que la conique 
soit déterminée par cinq données; de sorte que te pro- 
blème est également facile pour une droite quelconque 
non diamétrale. D'ailleurs, on prouve aisément que la 
seconde conique est concentrique à la conique donnée. 
La discussion relative aux trois espèces de coniques ne 
présente aucune difficulté. Le problème, toujours pos- 
sible pour l'ellipse , devient impossible dans la parabole 
lorsque la direction donnée est un diamètre, et dans 
l'hyperbole lorsque celte direction est une asymptote. 

Observation. Une solution analogue a lieu pour 1<^ 
problème analogue et pour une surface du second degré. 
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Pas h. a. FANIEH, 
Prol'eaaeur > Redon (Ule-et-VJUinr). 

La méthode simple et facile de Lacroix donne 



c désignant le côté du polygone r^;ulier inscrit de n c6tés: 
c, le c6té du polygone de 2m côtés, et le diamètre étaci 
pris pour i . On tire de là 



c.=i\/7~\/7^. 



Le nombre des radicaux superposés est m-i- i. Or 
démontre que 



C| ,..., C« désignant les côtés des polygtmes circoDScriis 
semblables. Donc P, Pi,..., P„; p, pt,---, ^«désignaiK 
les périmètres , on a 

Donc — , désignant l'approximation demandét' pour'. 
on devra avoir 
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4->io'(P_,), 
ou, par logarithmes, 

> ios4 

Ainsi, M étant 6, on a 

P = 2V'3, p=3, P-^=;2\/3-3<i, Iog4>o,6, 



>^- 6 ■ 

Par exemple , pour A; ^ 6 , on prendra m = i o , c;i , pai' 
aaite, dans l'expression c„, on devra prendre onze radi- 
caux pour tjuc le périmètre p„ soit la valeur approchée 

de H à — -■ 



Mais , dans l'expression 



;».= 3".«.c» = 2"-'.n.V2 — V2 + V''+ ■■■ +v'4 — (2c)', 
le radical devant être multiplié par :i."~'.n pour avoir /}„, 
et par suite ira moins de — :; ce radical doit être évalué 

' 10* 

à moins d'une fraction plus petite que -— ^ -;■ Ainsi , 

pour n^6, k = 6, m= io,on a 

D'autre part , on sait qu'en extrayant la racine de 3 à — - 
et la racine de2-|-\'3, à moins de rr.' <"' ^ V2+ v'3~. 
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à moins de — -, et ainsi de suite. Donc l'expression 



iV=-\/» 



donne n en prenant onze radicaux et extrayant les racines 
carrées successives avec l'approximation indi([uéc plus 
haut. 

Pour A = 8, on a m>--^on m= i4; approximation 

-;^ ;>■ — -■ Donc en prenant quinze radicaux et ex- 
trayant les racines à moins de — -t on aura it à moina de 

D'ailleurs on a la formule remarquable (*) 



-.V=- 



Va + V^ 



Les quatre méthodes dites des périmètres, des isopéri- 
mètres , des surfaces et des surfaces équivalentes ne sont 
que des transformations apparentes de la méthode précé- 
dente, et, par suite, on leur accorde peut-être une trop 
grande importance dans les examens. 

maaU SARMBTItiQliB SIHPLIFIÉI! D'APRÈS N. BABlNtT; 

PAU M. Philippe RORALEK, 



Dans la séance du i8 mars i85o, M. Babinet a commu- 
niqué à l'Institut une formule pour la détermination des 
hauteurs des montagnes au moyen des observatims dn ba- 
romètre, formule qu'il a employée il y a plusieurs années, 

{') Connue dp Virle, 
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et dont M. Lïonville a donné connaissance en 1840^ dans 
son cours au Collège de France. 

La formule de LajJace, nnployéc dans le cas dont il 
s'agîi, est 

.8393(logH-IosA)(.+2~^). 

Celle de M. Bnbinet, débarrassée de Ic^arithmes , est 



■^"(lï^)O 



Pour faire voir (jue la seconde supplée la première , il 
suffit de démontrer l'égalité suivante : 

.8393{logH-logA)= ,6000(1^). 

Posons 

H + A = S, et II — A = D; 

nous aurons 

logH ~ logA =log j = H's^Td' 

Eit divisant au numérateur et au dénominateur par S, 
on obdent 

p 

' S 
On connaît d'ailleurs les expressions 

En retrandiant la seconde de la première, 00 a 

log{i + x)-Iog(.-«} = 2K/*-f-J + | + ...y 
II., t. IX. (Mai i85oO i3 
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Remplaçant x par ^ , on a 

, H /D D" D» \ 

>'^Â=='^ls-^3sr + 5sr -*-■■■)■ 

Ed général, ^ est plus petit que — ; par conséquent on 

peut négliger j^ ; à plus forte raison ^^, etc., etc. 

L'exprcssitm peut donc être ramenée à la forme 

, H „D „ H — A 
U,g^ = .K- = aK^-j-^-, 

mais 

K = 0,434204, et 2 «. = 0,86859. 

On peut donc écrire 

18393 X log I = t8393 X 0,868595^; 

or 

18393x0,86859= 15995,97587. 

En prenant pour le second membre de cette dernière 
^alité 16000, l'erreur est d'environ a4 unités. Maison 

a n^Iigé une quantité plus grande que ^^ , il faut donc 

forcer le facteur de ■ -- ■ 

D'ailleurs cette dernière expression est , dans les cas les 

plus généraux, plus petite que — , en sorte qu'on peut 

estimer dans ce cas que l'erreur est comprise entre i et 
2 mètres. 

On sait, an reste, que dans les nivellements pratiques 
et directs on ne doit pas compter sur une exactitude plu» 
grande. 
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Nous rappellerons que M. Babinet engage à ne pn 
prendre cette formule pour des hauteurs excédant 
looo mètres. 

Dans le cas où cette hauteur est plus grande, on peut 
prendre une station intermédiaire. 



H U UNIRBE IB BIBN GONDITIONNKB LKS TRUN6LES lANS 
US UYIR8; IT NOTK BISTORIHUE SOI RMIR COTIS. 



i. Un triangle, généralement parlant, est déienniné 
^and on en connaît trois parties, parmi lesquelles doit se 
trouver au moins on c6té. Ainsi , sur le terrain , on mesure 
trois éléments du triangle, et on déduit par le calcul les 
trois autres parties. Si l'on se trompe dans les mesures , îl 
yaoraaussides erreurs dans les parties calculées, i moins 
qu'elles ne se compensent fortuitement. 11 s'agit donc de 
savoir : i" quelle est l'inBuence des erreurs commises dans 
les parties mesurées ; 3° quelle forme il faut donner aux 
triangles pour que cette influence soit la moindre possible. 
Le célèbre Rc^er Cotes, dont nous parlerons plus bas, 
est leprenùer qui ait soulevé et résolu ce genre de ques- 
tions. Ensuite, les principaux auteurs qu'on peut con- 
sulter sur cette matière sont : 

i'. BovGDBK, la Figure de la teire, page 86, i749ï 
c'est celui qui a le plus avancé la question et le plus ap- 
proché de la vraie solution. 

a°. CiaxoLi, Trigonométrie, page 198, deuxième 
édition, 1808} la première est de 1784 (traduit de l'ita- 
lien par Chompré). 

y. Delâxbkb, Traité d' Asti-onomie , tome III, 
page 529, 1814. 

i3. 
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4''> Puissant, Gê.oilèsie, tome 1 , pagn i58, troisï^e 
édition, 1843; la deuxième ^ition est de i8o5. 

S. On suppose toujours tacitement qu'on a de bons in- 
struments et de bons observateurs ; de sorte que les erreurs 
impossibles à éviter, et provenant soit du matériel, soit 
du personnel, sont pourtant renfermées dans des limites 
très-riâscrrëes. D s'ensuit qu'on est suffisamment autorisé 
à considérer les rapports entre ces eireurs, comme des 
rapports entre des quantités iafiniment petites, autrement, 
comme (les rapports dillérentiels; aussi Roger Cotes et 
Hougueront déterminé ces rapports par des considérations 
de géométrie di d'ère ntiel le , et les auteurs plus modernes 
par des con sidéra tious d'analyse différentielle. IVons adop- 
tons cette dernière méthode comme la plus courte. Eu 
voici un exemple. Soit AIJC un triangle dans lequel on a 
mesuré la base b et les angles adjacents Â et B; on veut 
connaitrel'influence des erreurs commises dans la mesure 
des angles A et B sur la grandeur du côté à calculer a. 
On suppose que l'erreur sur la mesurede h cm nulle. On 
procède ainsi : 

AsinB = ^sin A; 
diirércnliant, on obtient 

(1) sinB'/rt + rtcosB^/B=6cosArfA = <isinBcotArfA. 
C'est un fait d'expérience que le même observateur , avec 
le même instrument, se trompe toujours de la même 
qnaiitiié, soit par excès ou par défaut, dans la mesure des 
angles ; dr sorte que l'on a 

rfA--=(/B oubien rfA= — rfB. 

Prciiiif.r cas. 4\ ^= il\i ; on tire de l'équation (i) 
lin =n{cotA — cotB)(M; 
ainsi moins B dill'érerade A, ou, ce qui revient au même, 
moins la base mesurée b ditlérera du côté a qu'il 
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s'agit d'évaluer, moins l'erreur sur tutle évaluation sera 
grande. 

Deuxième cas. rlK = — </B ; l'équation (i) donne 

^ ' sin A sin B 

— arin(A+B)<fA ■ 



coï(A — B)— cos(A + B) 

Les erreurs sur A et sur B étant égales en sens inverse, 
l'évaluation de l'angle C ou de î' — A — Best exaetc; 
l'erreur eia diminue à mesure (jue cos (A — B) augmente: 
cequi ramèneau même l'ésultat que dans le cas précédent. 
De là cette règle générale due à Bouguer , et qu'il exprime 
ainsi : Lorsqu'on est assujetti à donner une certaine 
grandeur à-l'angle compris entre deux côtés dont il s'agit 
de découvrir le rapport, il faut, le plus qu'on peut, 
rendre /c triangle isocèle ou faire la base qu'on doit 
mesurer de même longueur que l'autre ligne. (Figure 
de la terre, page 87. ) 

Roger Cotes était parvenu au même résultat, mais 
seulement pour le cas où l'angte compris est droit. 

3. On a mcHuré la base c et le côté b ; on demande 
l'angle qu'il faut prendre pour 6 afin que l'erreur sur C 
devienne un minimtim. On a 

c'=a"-(-6" — zoicosCi 
d'où 

o = da{fl — 6 cos C) + ii^ sin C (/ C , 
et 



rfC = 



abâaC 



Aioaif/C sera un minimum en faisant &cosC:z:a; alors 
B doit être im angle droit : telle est, à ce qui nous semble, 
la solution peu claire donnée par Bouguer. M. le général 
Kobert, examinateur à l'Ecole d'application de Metz, a 
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indiqué, il y a plusieurs années, dans le cours des examens, 
une solution plus complète du problème, et que nous 
rapporterons comme il suit. 

Les solutions précédentes ne conviennent que dans le 
cas où l'on ne veut déterminer par le calcul qu'un seul 
cAté du triai^lcr et où deux angles seulement ayant été 
mesurés, ou suppose que les erreurs de ces angles sont 
égales. Ces solutions de cas hypothétiques ne sont pas 
applicables dans les opérations gëodësiques d'une grande 
exactitude, pour lesquelles on mestu-e tous les angles et 
on calcule tous les côtés des triangles. Aussi , c'est à tort 
que, dans plusieurs ouvrages modernes , on a conclu de ces 
soluUoos que le triangle équilatéral était toujours le plus 
convenable à employer en géodésie, comme, étant celui 
dans lequel tes erreurs d'angles influaient le moins sui- 
la longueur des côtés. D'ailleurs, même dans les hypo- 
thèses où l'on s'est placé pour le deuxième cas rapporté 
ci-dessus, la solution ne donne pas l'erreur absc^ue mini- 
mum; en efiet, la valeur de cette erreur pouvant se mettre 
sous la forme 

_ aasiaCrfA 

■"coslA — B)-f-cosC' 
l'on voit que si elle diminue avec A — B, elle diminue 
bien plus encore avec sin C ou quand C se rapproche de 
o degré ou de i8o degrés. 

Si, maintenant, on applique les mêmes solutions an 
cas où l'on calcule les trois c6tés des triangles , comme en 
géodésie, on voit que si l'on suppose les erreurs des 
augles A et B dans le même sens, l'erreur sur l'angle C sera 
égale à teiu* somme ou double, et le côté opposé c sera très- 
inexact ; il sera donc important de choisir les autres an^ea 
de manière que le résultat soit le moins fautif. Si i est 
l'erreur de mesure des angles , on aura de = a sin 3 c , ou 
à très-peu près , Je ^ 2a sin e, dans la solution indiquée 
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A = B ; tandis qu'eu géoéral , C éUut mesuré , on a senû- 
blemeni 

osioi 

erreur qui est plus petite que la précédente, tant que 
B]>3o degrés, et dont le minimum est donné par 
B=9o degrés. 

Dans le cas oà les erreurs sur A et B sont égales et de 
signes contraires, l'angle C est exact, et l'erreur sur le 
cAté opposé serait sensiblement nulle, si B approchait de 
oo d^rés: on a aussi 



qui est paiement un minimum pour B^^go degrés , de 
sorte que l'égalité des angles n'est nullement la meilleure 
solution dans les divers cas, où l'on suppose que les 
erreurs de mesure des angles sont égales. 

La solution qui convient le mieux pour les calculs géo- 
désiques est celle qui donne le triangle le moins déformé; 
en supposant une base ACdonnée, la déformation dépend 
dn déplacement du sommet B opposé , il faut donc que ce 
déplacement BB'^ D soit le plus petit possible ; or il est 
bcîle de voir, à des infiniment petits du second ordre 
près, que 

l> = 'iJda'-\-(lc'+ ^liadccoaB, 
iiaûah = càadX el iicnaJi=:aàadC, 



o=V^ 



t^sin'tiA + a't\a'dC + îaccmBûadAàadC 



et D est un minimum pour sinB= i, B=go degrés. 

Toutefois, le cas le plus avantageux est celui où le 
rapport du déplacement à la hauteur du triangle est un 
minimum ; car , lorsqu'on lie deux points par une chaîne 
de triangles, il y a d'autant moins de chances d'erreurs 
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(jue les sommets sont moÏDS déplacés et qu'il j* a moins 
de triangles ou que les hauteurs des triangles sont pins 
grandes. Or ce rapport est 



usine 



^ ' / sin' dÂ. Mn'rfC 2 sin dk sîn rfC cos B, 

sinBy sin'A "^ di^ "* siôÂunC 

Quelles que soient les erreurs dh. et dC , la déformation 
sera d'autant plus petite que A et C, et surtout B, appro- 
cheront le plus de go degrés. Si dh etdO ne di&èrent pas 
]>eaucoup , on a 

D sintfAy'sm'A 4-sin'C + 2sin AsinC cosB _ 

fsinÂ SLaAsinBsiuC 

Si, de plua, A et C ne diOïreat pas sensiblement, il 
vient 

P _ sinrfA 
«sin A linBsinA ^ 



- V2±cosB, 



stùvant que les erreurs sont ou non de même signe. ^ 
cos B était très-petit ou variait très-peu, le miDimum se- 
rait donné par sin 6 sin A ou sio B sîn C maximum ; alors 

cosBsîn A<^B + siDBcoiAf'A=o : 
mais 

aA-(-B= 180", 
d'où 

rfB=: — 2JA et tangrzA + tangB=:o. 

Substituant la valeur de f/B dans la première, il vient 

Slang A — tangBT^o, 
d'où 



3 lang A ^ — laiig 2 A 



a lang A 

- lang' A ' 



by Google 



( "- ) 

enfiu 

lang-A = 2, 

A = C = 54°44'7",8 et B = 7o"3i'44'',4. 
Observation, Dans un Mémoire présenta récemment i 
rAcadémie par M. Gaucherel sur les meilleures condi- 
lioDS à donner aux triangles géodésiques, on combat les 
opinions émises à cet égard par M. Puissant; nons ne 
savons pas si M. Gauclierel s'est rencontré avec ce que 
M. I^obert a exposé il ; a plusieurs années. (Comptes 
rendus, a5 février i85o, page 200.) 

Roger Cotes. C'est encore un génie dont la courte ap- 
parition émerveilla les géomètres du xvii' siècle. Cotes 
vit le jour à Burbage , petite ville du comté de Leîcester , 
le to juillet i68j, et termina sa carrière terrestre à l'Uni' 
versité de Cambridge, le 5 juin 1716, âgé de 34 ans. 
M'éiant encore que simple bachelier, il fut exceptionnel' 
lement promu À la chaire d'astronomie et de philosophie , 
fondée par le révérend Thomas Plume. Les fonds ne suf- 
fisant pas pour faire les expériences , le célèbre philologue 
Bentley, ami de Cotes, y suppléa à ses dépens et par des 
souscriptions. Un autre de ses amis, le célèbre Robert 
Smith, lui succéda dans cette chaire, et publia en un 
volume in-4'' ses œuvres, six années après la mort de 
Fautenr, sous ce litre : 

[lamtonia mensiiraruni, sive Anafysi'i et Synthesis 
per rtttionitmet angtdoiiim riiensuras promotœ : accédant 
alla opuscala niatfiemaU'ca per Jtogcruin Cotesium. 
Edidit et auxit Boberlus, coUegii S. Tiinitaiis apud 
Cantabrigienses socius; aslronomiee et, experùnentalis 
pbUosophiœ post Cotesi'uin professor. Cantabrigia, 
MDCCXXU, in-4''. 

Ce Harmonia est le principal ouvrage de Cotes; l'ou- 
vrage est divisé en quatre parties. 
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Premièn; partie. Logomctiia. Traité des théories loga- 
rithmiques et de leur application à la quadrature de l'hy- 
perbole, à la chute verticale des graves dans un milieu 
résistant, à la densité des couches atmosphériques, à 
l'attraction d'un ellipsoïde de révolution sur un point 
placé à l'extrémilé de son axe; aux trajectoires décrites 
par un point attiré par une force en raison inverse des 
cubes des disUnces. 

Deuxième partie. Theoremata tum logomctrica lum 
trigonomctiica. Contient des intégrales ramenées à des 
logarithmes et à des fonctions circulaires. Ces intégrales 
ont dix-huit formes principales. 

Ces formes se ramènent la plupart à 



/• 



(£r(a 4- ix")'"(a'-H *'«")*, 



et il les intègre on ne sait par quelle méthode , car il ne 
donne que les intégrales; mais les logarithmes sont indi- 
qués par une bai-iv -verticale: c'est du moins ce qn'il 
faut supposer pour se rendre compte de ces iut^rales. 
La dix-huitième et dernière forme est 



où ( est un nombre entier, positif ou n%atif , et n un ex- 
posan t quelconque . 

Ces formes sont suivies de cinq théorèmes sur des re- 
lations entre certaines intégrales. Voici le premier théo- 
rème; soient 

on aura 

^''"Z''=H[()cX-^-(e^-/ùl)Y], lJ = eX -«-yv; 
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d'où l'on déduit les valeurs de X et de Y en fonctions de Z 
ctde U. 

Observation. Il est presque inutile d'avertir que Cotes 
fait nsa^ du point newlonien pour désigner des difTéren- 
tielles. 

Troisième partie. Problematum analjsis et constructio 
perforAtas prœcedentes. Application des intégrales précé- 
dentes à la quadrature de plusieurs courbes; la courbe 
des tangentes, des sécantes, etc. Application aux latitudes 
croissautes des marins, cissoïdes, spirales, caténaires, mou* 
vement d'ascension verticale et de chute d'un grave, dans 
on milieu résistant. Lorsque certains coefficients devien- 
nent imaginaires, il remplace les logarithmes par des 
lignes trigonomé triques. 

Observation. Le mot logarithme est composé de deux 
mots grecs ;*«V" »f<^t, mesure du rapport. 

En effet, soit le rapport i : a, et supposons que l'unité 
croisse par quantité infiniment petite, jusqu'à ce qu'elle 
devienne ^ale à a. Parunt de la valeur 1+ u, elle prend la 

valeur infiniment voisine 1 + « -t- rfu ; le rapport — — - est 

infiniment pedt; supposons qu'il soit constant. La somme 
de tous ces rapports, depuis i jusqu'à a, est une quantité 
finie qu'on nomme mesure du rapport, et Cotes se sert 
presque toujours , non de l'expression dérivée du grec, 
mais de l'expression latine rationis mensura. Au lieu 
de supposer l'accroissement difiérentiel égal à du, on 
peut prendre Mdu, M étant un nombre constant quel- 
conque. C'est ce nombre qu'on nomme module, et 
quicaractérise les divers systèmes de logarithmes -, les loga- 
rithmes do même nombre croissent et décroissent dans 
le même rapport que le module ; de même, les lignes tri- 
gonométriqucs croissent et décroissent avec te rayon ^ 
qui est aussi le module trïgonométrique. Comme on passe 
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des logaritlimes aux lignes irigonométrïquvs et vice 
vend , de là le titre Harntonia mertstiranan et ausn logo- 
metria. 

Qastrième partie. TkeorettuUa tiun logometrica tum 
trigonometrica dataium fltixionum fluentex exfâbentiii 
per methodum mensuranan ulteiiia extensam. 

La logomélrie et les dix-huit formes d'iui^rales avaient 
paru en 17141 dans les Transactions phdosophiques , ta 
l'auteur les a dédiées à Ed. Halley; il continua d'y In- 
vailler, lorsqu'il fut attaqué de la lièvre dont il mouroi. 
Il remit le manuscrit non achevé de cette quatrième 
partie à Robert Smith , son ami et son parent. Les feuilles 
ne consistant qu'eu notes tjroniennes, présentèrent d« 
grandes difficultés. Cependant Cotes, dans une Lettre 
du 3 mal 1716 adressée au docteur Jones, lui annonçait 
qu'il avait découvert une formule él^^ante et générale 

pour int^rer : e, /* sont des constantes miel- 

'^ c-¥f^ ' -^ ^ 

conques, nun exposant quelconque, r- une fraction quel- 
conquectdun entier positif ou négatif. Voici cequedii 
Smith dans la préface de ceuc quatrième partie : 

Prœclari hujus inventi l'ndicto excùatus, ne carissùiu 
amicifamœ optimùque scientiis deessem, contuli me con- 
tinua ad ejus adversaria, quœ, quanquam primo intuitu 
sibylles foliis obscuriora vidabantur, tjuod nuUo ordinc 
nec verbo erant explicatn , muîtiplices tamen conjec- 
tandi occasiones prœbendo , spem fortiter conceptam 
nonfefellenuit. 

La science et Cotes doivent beaucoup à Smith (*); car 
c'est celte quatrième partie qui renferme la plus brillante 

[■) Sroith. néon 168.», wi mon on i-jiV. 
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dt^uverie de Cotes. Les îoiégrations par décomposition 
en fractions raiîonnellcs avaient déjà été données par 
Leibaitz depuis 170a. Mais l'illustre Allemand n'a pu 

aller au delà de / ■ _^ ; tandis que Cotes donne l'iaté- 
grale générale / ^ ; — pour n entier, et en montre l'ad- 
mirable relation , avec une propriété de la circonférence 
devenue célèbre sous le nom de théorème de Cotes , et gé- 
néralisé depuis par Moivre. La quatrième partie contient 
quatre-vingt-quatorzeformesgénérales d'intégrales, parmi 
lesquelles il y en a d'assez compliquées; par exemple, la 
quatre-vingt-cinquième est 

en rattachant toujours les intégrales à des constructions 
géométriques. 11 était peut-être sur la voie des transcen- 
dantes elliptiques , et cela nous explique en quelque sorte 
ces paroles de Newton : Si Cotes avait vécu, nous aurions 
su (fuelque chose. Car Newton est aussi sublime dans ses 
divinations que dans ses découvertes. 11 est à remarquer 
que les variations dans les éléments du*trianglc sphérique 
conduisent aux équatious fondamentales des transcen- 
dantes elliptiques. 

Smith parvint à déchiffrer dans ces mêmes papiers un 
ibéorème sur les courbes du troisième ordre, qu'il a com- 
muniqué à Maclaurin ; celui-ci en a fait la base de son 
traité des propriétés des courbes géométriques : De linea- 
rum geonie tricarump rop rielatih us gen eralûi us Tractatus . 
C'est le théorème de collinéation des centres des moyennes 
harmoniques , devenu un cas tout à fait particulier d'une 
théorie infiniment générale, embrassant les surfaces, et 
que nous donnerons incessamment d'après M. Grasmann. 

Professeur de Philosophie expérimentale, Cotes dirigea 
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ses recherches vers l'optique , l'astronomie et la géométrie 
pratique. ^jfiVn a t/o erroruni in mùcta matkesi per varia' 
tiones partiiun trianguli plani et spitœrid. 

Tel est le titre d'un opuscule de vingt-deux pages , qui 
suit le Harmonia mensurarum. Cet opuscule n'a plus 
qu'uu intérêt historique, étant le point de départ des 
travaux de ce genre. Il en est de même des autres opus- 
colesqui terminent l'édition de Smith; ils ont pour objet: 

1°. Faire passer une courbe parabolique par un nombre 
donné de points ; 

a". De ta construction des Tables par les différences ; ce 
qu'il appelle la Canonotechnie. 

SaundersoD a démontré les formes de Cotes dans son 
ouvrage The method ofjluxions applieii to M. Cotes 
formes, et Walmsley, bénédictin anglais, a traduit en 
français le Harmonia mensurarum sous le titre Analyse 
lîes mesuras, des rapports et des angles { i'j49,in~4''- 



QUESTIONS 219 ET 229 

(TOIrLUt, 11,11). 

P*ft H. A. H., abonné. 



Deux angles trièdrcs trirectangles ayant même sommet : 

i". Les intersections de leurs six arêtes par un même 
plan sont sur une conique (Question 219). 

a". Leurs laces sont tangentes à une même surface 
conique du second degré (Question^âti). (Steinbk.) 

Question 219. Il suffit de démontrer que les six arêtes 
«ont siu: une même surface conique du second degré. 

Soient pris pour axes coordonnés les arêtes d'un des 
«Qgles ti-ièdres. Soient, déplus, (an, S», y,), («,, Si,yt), 
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(«1, S|, y,) les cosinus des angles (^<,, fit, v«). . . , qne 
font avec ces axes les arêtes de l'aatre angle trièdre, de 
sorte que 

.- , I «.6»+ a,6, -+-«,«,=: a,7,-+- a,7, -+- a,y. 

Une droite passant par l'origine est représentée par 
les équations 

a 6 7 
Pour quVn puisse la considérer comme une quelconque 
des génératrices d'un cAne du second ordre , il faut et il 
suffit qu'on ail 
(P) Aa'+Be' + C7' + De7-l-Ea7 + Fae = o. 

Pour des valeurs réelles de A, B, C, . . . , cette équa- 
Uon (P) peut être vérifiée quand la droite (E) se confond 
successivement avec nos six arêtes. Pour les axes des X, 
Y, Z , on a 

a = I, e:=7^o,..,; 

la considcrauon du premier angle trièdre réduit donc 

l'équation (P) à celle-ci : 

(P') De7 + Ea7 + FBe = o. 

Il fiint, à cause du second angle trièdre, qu'on ait 

DS.7,-HEa,7,-l-F«,e, = o, 

De, 7, -h Ea, 7, -1- Fa, S, = o , 

De,7,-t-Ea,7,-1-F«,e,=o. 

Or ces trois équations, ajoutées membre à membre^ 
donnent o = o à cause de l'équation (Q) ; elles se réduisent 
donc à deux, et déterminent les rapports entre les coef' 
ficients D, E, F. Le théorème est donc démontré. 

Question 220. Soient pris pour plans coordonnés Is 
face de l'un des angles trièdres. 
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Soient, déplus, (oto, ôg, y,), («i, £, , y,), (a,, D|,/i) 
les cosinus des angles que font avec ces plans les faces du 
second angle trièdre, ou, ce que revient au même, les 
cosinus des angles que font, avec les axes, les perpendicu- 
laires k ces faces, de sorte que 

10) I '''^•■^"■^' + *'^' = "'7'+"'7. + «>7. 

I =6.ï.+eiy,+ei7i=o. 

Un plan passant par l'origine est représenté par 
(E) ax-|-6j' + 7S = o. 

Pour qu'on puisse considérer le plan comme tangent à 
un cône du second ordre, on reconnaît facilement, d'a- 
près un théorème démontré par MM. Briot et Bouquet, 
pages 218 et 219 de leur CéoiTtétrie analytique , qu'il 
faut et il suffit que 

(P) Aa'+Be'-t-C7'-)-De7 + Eaï4-Fae = oî 

pour que le plan (E) se confonde avec les plans coor- 
donnés successivement, il faut que 

A=B = Cr=o, 
ce qui donne, au lieu de (P) , 
{P') De7+Eaï+F«e = o. 

La démonstration se continue comme on vient de le Toir> 
Remarque. Le théorème 230 se déduit immédiatement, 
au moyen du principe de dualité, du théorème 219. Il 
sufHt de considérei' les cônes supplémentaires dont 
M. Chasles a fait un si remarquable usage dans ses Mé- 
moires sur les c<!)nes du second degré et les coniques sphé- 
riques^ mais ces Mémoires {Académie de Bruxelles, t83o, 
i83i ) étant très-rares , j'ai voulu démontrer directement 
les deux théorèmes. 
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SOUiTMN DE U OVESTION îtt 

(«Irl. ÏIII, p. M); 

Pak m. EDeiNK JUBÉ, 
Pror«aHai >u lycée de Soint-Omer . 

Si un point P se meut dans un plan de manière que 
U somme des carrés des Ungentes PA, , PA, , . . . , me- 
nées de ce point à une com-be algébrî(|ue de degré n, 
située dans ce plan, soit constante , la normale en P, au 
lieu géométrique de P, passe par le centre de moyenne 
distance des centres de courbure de la courbe, corres- 
pondants aux point^de contact A], A^, .... 

Démonstration. Soilj- =/(x) l'équation de la courbe 
donnée, a et Ê étant les coordonnées de P, x' ety' celles 
d'un point de contact A, , ces quantités sont liées par la 
relation 6 — y'=:f'[x') (a — j:'); et il y a une relation 
semblablepourcbacun des autres points decontact. En cou- 
sidérant ^'et^' comme coordonnées courantes dans cette 
équation, la courbe qu'elle représente coupe la première 
courbe aux points de contact des tangentes menées par le 
point P, de sorte que l'équation 
(A) €~/{^)=/'(;.']{<^-x') 

est dejdegré n[(n — i ) , première polaire du point P. 
Nommons x', a:", x",..., les racines de cette équation , 

et y, y", y', . . . , les ordonnées correspondantes à ces 

abscisses; puisque la somme des carrés des tangentes est 

constante, on doit avoir 

.(x'-a)» + (/_[6)'-f-(:r"-a)'-^{y-e)>...=K% 
Am. ie UaàiitMt.. t. IX. (Juin )85o.) l4 
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ou bien 



(B) 






On pem former ^x', ^f{x'), 2^", 2/{^')'. ^» 
moyen des coefficients de l'équation (A) ; l'éijuation (B) , 
qui ne contiendra plus alors que a et € , appartiendra au 
lieu du point P. 
La normale en P à ce lieu a pour équaùon 

D'ailleurs, en nommant ^', n', Ç", >î", . . . , les coordon- 
nées des centres de courbure aux points Ai , A* , . . . , 



* '- /-(,') ' ^ /-(x-J •'•■■' 

et si X et Y ^ont les coordonnées du centre de gravité 
de ces centres de courbure, 

/i(n-i)X = Ç'+ï"-l-..., n(«-i)T = «' + B-„. , 
ce qui donne 

M»-.)v=2/(^)+2i±pp. 

Rnnplaçant dans l'expression de la normale ^ et q par X 
et Y, j'obtiens 



(C) 
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ezpressioaidentiijuemeat nulle, car eny ajoutant membre 
à membre la diâërentielle de l'équation (B) qui est 

on obtient 

qui est identiquement nul, puisque la difrérentielle de 
l'équation (A) donne 

(x'-a)/"(x')</:.'+rfe-/'(x')rf« = o. 
La normale en P passe donc par le centre de gravité des 
centres de courbure correspondants aux points de contact. 
Remarque. M. Lemonnier, professeur au lycée de 
Nantes, nous a adressé une autre solution analytique, 
comprise dans la solution géométrique qui suit. 



SOLUTION GÉOilTÏUQUE DE LA QUESTION PRÉCÉBENTE. 



1. Lemme. Étant donné un nombre quelconque de 
cercles dans un même plan, le Heu géométrique du point 
dont la somme des carrés des tangentes à ces cercles, 
issues de ce point, est constante , est le même que le lieu 
du point dont la somme des carrés des distances aux centres 
de ces cercles est constante; donc ce lieu est une circon- 
férence ayant pour centre le point de moyenne distance 
des centres des cercles. 

2. D'un point P, concevons qu'on ait mené les « (n — i) 
tangentes à une ligne de degré n, et qu'on ait décrit les 

14. 
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n (n — 1 1 cercles de courbure aux poinu de contact. Par 
hypothèse, la somme des carrés des tangente» aux cercles 
est constante; donc, d'après le lemme, le point P est 
sur une circonférence C, ayant pour centre le point 
de moyenne distance des centres de courbure. Mais 
chaque cercle de courbure a deux tangentes infiniment 
Toisines, eu commun avec la courbe donnée; donc le 
cercle C touche le lieu du poiatPenP. C. Q. F. D. 

IVote. Lorsque la. quantité constante est infinie, le 
lieu du point F est une circonférence située à l'infini , et 
qui a pour centre le point de moyenne distance des centres 
de courbure ; donc ce point est Bxe. C'est le théorème 
de M. Duhamel [voir tome IV, page 180). En suivant 
une marche inverse à celle qui est indiquée à l'endroit 
cité, on revient au théorème de M. Chaslcs sur les tan- 
gentes parallèles. 



SOLUTIONS GÉOMÉTBIQIES Ki QUESTIONS 219. 220 



1 . Lemme. Toute hyperbole équilatère circonscrite à 
un triangle passe par le point d'intersection des trois 
hauteurs du triangle. 

2. Lemme. La directrice de toute parabole inscrite à 
un triangle passe par le point d'intersection des trois 
hauteurs du triangle. Les deux tangentes à la parabole 
passant par ce point , forment donc un angle droit. 

3. Lemme. Un plan tangent à une sphère est ren- 
contré par un système de diamètres conjugués eu trois 
points, sommets d'un triangle; le point de contact est le 
point d'intersection des trois hauteurs du triangle. 
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4. Théokèhe. Dans une sphère, les six diamètres de 
deux systèmes de diamètres conjugués sont les arêtes 
d'un cône du second degré. 

Démonstration. Soient le centre de la sphère; OA, 
OB, OC trois demi -diamètres coDJugués, etOa, Ob,Oc 
trois autres demi-diamètres conjugués. Par le point A, me- 
nons UD plan tangent ; il est parallèle an plan COB. Dési- 
gnons par a', b', c' les pointa où ce plan est rencontré par 
les trois diamètresdu second système. A est le pointd'inter- 
section des trois hauteurs du triangle a'b'c' [Lemme 3). 
Une hyperbole écpiilaière quelconque, circonscrite au 
triangle a' b' c', passe par le point A (Lemnte 1} : elle 
sera complètement déterminée ai nous prenons OB , OC 
pour directions des asymptotes ; donc le cône qui a son 
sommet en C et pour base l'hyperbole passe par les six 
arétea Oa', 06', Oc', OA, OB, OC. C. Q. F. D. 

Corollaire i. Un plan quelconque coupe ces six arêtes 
en six points sur une conique. 

Corollaire 3, Les six arêtes de deux angles solides 
trirectangles ayant même sommet, sont coupées par un 
plan en six points qui sont sur une conique-, car les six 
arêtes peuvent être considérées comme formant deux 
systèmes de diamètres conjugués dans une sphère. C'est 
la question 319. 

5. TstoBÉKE. Dajis une sphère, les six plans diamé- 
traux de deux systèmes de plans diamétraux conjugués 
sont tangents à un même cône du second degré. 

Démonstration. Mêmes données que dans le théorème 
précédent. Toute parabole inscrite au triangle a' b'c' a 
une directrice qui passe par le point A [Lemme'i); elle 
sera complètement déterminée si nous prenons OB et OC 
pour directions des tangentes qui passent par A. Soient 
a,j3,^, J , s les cinq points de contact. LecàncOa^y^c 
touche évidemment les cinq faces Oa' b', Oa'c', Ob'c', 
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AOB, AOC; mais le plan BOC étant parallMe au plan de 
la parabole a^yit, touche le cône ; donc , etc. C'est la 
question 290. 

6, Lemme. Xj , _j'i , Zi ; jTi , jj'» , «i ; . . . ; x„ , ^, , z, 
étant les coordonnées de/i points, si l'on remplace par- 
tout x,y,z par ax , by , cz , en. conservant les indices et 
prenant de nouveaux axes à volonté, on obtient n non- 
veaux points correspondants. 

i". Si p des points du premier système sont sur une 
surface de degré ^-, les points correspondants sont sur une 
surface da mËnie degré. 

2°. Lepointde moyenne distance des points du premier 
système a pour correspondant 1c point de moyenne dis- 
tance du second système. 

3°- Des droites parallèles ou des plans parallèles dans 
le premier système, ont pour correspondants des droites 
parallèles et des plans parallèles dans le second système. 

7. Théorème. Dans un ellipsoïde, les six diamètres 
de deux systèmes de diamètres conjugués sont tes arêtes 
d'un cône du second degré, et les six plans diamétraux 
sont tangents à un cône du second degré. 

Démonstration. Soit 

a'x' + bY+ e'ï' = û'i'*^ 
l'équation d'un ellipsoïde rapporté à des diamètres con- 
jugués: remplaçons x,jr, z respectivement par — > — » 

abz 

— ; nous aurons 

X'-|-/'-f-ï==r-. 

Prenant ces nouveaux axes rectangulaires , la surface cor- 
respondante à l'ellipsoïde est une sphère : d'après le 
lemmc précédent, les diamètres conjugués dans l'ellip- 
soïde ont pour correspondants des diamètres conjugués 
dans ta sphère; donc, etc. 
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Observation. Ce dentier tliëorémeest âeM. Cbasles, 
qui l'a démontré en i838 (voirie Journal de M. Lîou- 
viUe , tome III , page 3^8 ) . 

Comme ou voit , c'est une transformation homolc^ique 
da théorème de M. Stciner sur la sphère, énoncé 
sans démonstration , en i833, dans son ouvrage sur la 
dépendance des figures, page 3i3. Il ajoute même que 
cette proposition est un cas particulier d'un théorème plus 
général. 



SOLITION DE U QUESTION 217 

Pab mm. a. ESTIENNE bt PLOIX (E. ) , 
Élèvt» du lycée de VerMillea. 

Soient a'j*+A*x' = fl'A' l'équation d'une ellipse, 
les axes étant rectangulaires ; soient x', y' les coordonnées 
du point M pris sur la coniqae. Dans le triangle rec- 
UngleMCK,j'ai 

"^-cosCMK- 
dans le triangle rectangle MIK , j'ai 
HI 

doue 
Or 



n 
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d'où l'on conclut 

CM' CMK = -î- — 



qui est l'expression connae du rayon de courbure an 
point M. Pour l'hyperbole et la parabole , le calcul se 
ferait de la même manière. 



nmim sur lb cercli inscrit et lk cbrclb 

CmCOKSGRIT AU TRUNCLB; 
Pi» M. NÉOROUZIAN, 

« de M. DeulTe), inatitatioD 



Th^hèxe. SiVqn ntène un diamètre commun MTÎ aux 
circonférences inscrite et circonscrite au triangle ABC, 
le rayon de la circonférence inscrite est moyen propor- 
tionnel entre les segments MP et NQ, compris entre les 
deux circonférences. 

Démonstration. Soient R et r les rayons des circonfé- 
rence^ circonscrite et inscrite, et (/la distance des centres. 
Ona 

tiP = K — r — d, HQ=R — r + d; 
d'où 

MP X WQ = (R — r)'— d'. 
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Or, d'après an théorème connu (^<yyez tome I, page83), 
d' = RCR — 3r); 
donc 

MPXNQ = (R— r)'— R{R_tfr) = »-'. 

C. Q. F. D. 



NOTK SDR U PARABOLE RAPPORTEE A BEUX TANGENTES; 
P*B M. JACQUmOT, 

Ëlàve (instiUitionHaTBT). 



1 . Soit une parabole rapportée à deux de ses tangentes 
prises pour axes. On a l'équation 

Aj''+Bxj'-f-Cx>H-Dj--+-Ej; + F = o, 
et les trois éc[uaiions de condition 

B'=4AC, D'=4AF, E' = 4CF. 

On pent toujours supposer A ^ o , et alors on a néces- 
uiremeni C> oetF>o;les signes de B, D, E sont in- 
déterminés. 
Le coefficient différentiel est 

rfj-_ aÇjj + By + E 

dx~ aA/+Ba; + D' 

Eliminons B, D, E de l'équation donnée et de l'équation 
diâëreotielle, nous aurons 



I Ar'=t3v'ÂCJ7--)-Car'±2v'ÂFj±a^j:-HF = o, 

^^C±rv'A±v'F ' 



^__ /C(WC±WÂ±yF) 



11 faut distinguer deux cas. 
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1°. BDE^o; alors le factenr linéaire est le ) 
dans les deux termes de la fraction , et l'on trouve 



dx VA 



Ed effet, dans ce cas, l'équation (2) est un carré parfait, 
et la parabole se réduit à une droite. Exemple : B, D, E 
positifs; l'équation (a) devient 

a°. BDE<^o; la parabole est une courbe, les deux 
facteurs linéaires ne sont plus identicpies, et -j- n'a plus 

une valeur constante. 
% Autrett^nt. On a 

AE' + CD'=8ACF, BDE=±8ACF; 
donc 

L= AE'— 8DE + CD'= SACFipSACF. 

Pour BDE positif, L devient nulle, et la parabole se 
réduit à une droite double; pour BDE négatif, L est 
égale à 16 ACF, et la parabole reste courbe. 



STATUE Bs nmm-, souscription. 



Poisson, élève de l'Ecole Polytechnique, professeur a 
cette École, membre de l'Académie des Sciences, mar- 
chant sur les traces deLapIace, maniant avec un égal succès 
la haute analyse et la haute physique , a conquis une répu- 
tation européenne. Né dans une condition extrêmement 
humble et parvenu à une position sociale élevée, il n'a 
jamais déserté la science. A elle appartiennent tous ses 
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travaux, son dernier jour, sa dernière pensée. Nouvel 
exemple que, dans notre société telle qu'elle est, le 
génie et un travail persévérant procarent des avantages 
que la médiocrité, c'est là son désespoir, voudrait obtenir 
tout de suite , sans génie et sans travail -, chose impossible 
dans une société régulière quelconque. 

Si nous essayions de faire l'éloge d'un tel homme , nous 
manqnerions de modestie ; en ne le faisant pas, faire, l'A- 
cadémie manque à son devoir. Pithiviers, ville natale 
de Poisson, s'honore en élevant, par souscription, une 
statue au grand mathématicien. On publiera la liste des 
souscripteurs; publication instructive qui potura donner 
matière à réflexion. 

On souscritchezlesnotaires de l'endroit, et chez M. de 
Fienne, maire et promoteur éclairé de cette belle action. 

On souscrit aussi à Paris , chez M. Lejeune, notaire , 
rue Lepelletier, n° 27. 



sua LES mm m expriment une racine réelle diine 

ÉQUATION ALGÉBRIQUE (*); 

PiB H. E. BRASSINE, 
Prarnseiir k l'École d'artillerie de Tonlotue, 



Représentons par f{x) =^ o , une équaUon algébrique 
de la (orme 

x' ■+- ax^~' + bx'~' + . . . -\-px + y = o ; 
supposons qu'on ait trouvé, en série converçente, le dé- 
veloppement d'une racine réelle de cette équation, et que 
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cette série s'annule par l'bypuihès^ ^ = o , je dis qu'elle 
ne pourra représenter que la plus petite, numérique- 
ment, des racines de la proposée. 

i". Si l'équation est du second degré et de ta forme 



il est clair que la série convergente , qui exprimerait la 
. racine qui s'annule eu même temps que f , ne pourrait 
représenter, abstracuon faite du sigae , que la plus petite 
racine, comme le prouve évidemment l'expression 



a". Si l'équation algébrique est du degré m , et si ses 
racines réelles, classées par ordre de grandeur, sont ce, 
|3, 7,. . ., (1, p, de telle sorte que x soit la plus petite, 
on pourra former avec ces racines les facteurs du second 
degrf (x-«) (x-f ), (x-«) (X--7) ,..., (I-.) (l-p). 
La racine réelle exprimée en série, appartiendra néces- 
sairementà un des facteurs du second degré-, par exemple 
au facteur (x — a) (x — y) que nous représenterons par 
X* -i-kc-h k'. Cela admis , le premier membre de l'é- 
<juationy(j;) = 0, se mettra sotis la forme 

(x.+ <T+*T(^-p)(x-»)x...x(:t-f).(^-.T(x-p').-, 



a', |3', ... étant des racines imaginaires. Or la racine 
développée en série et qui appartient au facteur 
X* -hkx -hk', devient nulle pour l'hypothèse A'^o, 
puisque k' = o entraîne nécessairement 9 = 0(9 est le 
produit ft'x(3 X lîx ... X«'xj3'. . .). Donc la série 
qui développe la racine réelle de l'équation y (x) = 0, 
qui devient nulle pour la supposition 9 = 0, donne, si 
elle est convergente, la valeur approchée de la plus 
peùte racine de cette équation. 
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3". Si dans la proposée, les facteurs (j: — «) , (x — j3), eic., 
sont multiples. les raisonnemeDts précédents existent 
encore; car oc désignant la plus petite racine, on pourrait 
toujours supposer que la série développe une racine de 
l'équau on du second degré {x — iz) (x — ^) = o. Dans ce 
cas, la proposée se mettrait sous la forme 

(i' + i:c + i'){x- a)-— {x — p}'\ . . = o. 
L'hypothèse A:' = o rendant ^ =: o, la racine développée 
serait égale à a. 

4°- Appliquons ces considérations préliminaires à la . 
série que Lagrange a donnée dans son grand ouvrage de 
la Résolution des équations numériques (Note XI). Si 
l'on considère l'équation 
(I) »-:.4-/(r) = o, 

u étant un paramètre quelconque, la série de Lagrange 

"'(•) 

FW = F(») + r'Wx/(») + Hr'Wx/wl' 

+ ^[f{u)X/-{u)Y+...; 

les accents indiquent, suivant la notation de l'illustre 
géomètre, des dérivées successives des fonctions qu'ils 
aiFecteut. Dans le cas particulier où l'on voudrait déve- 
lopper une racine x de l'équation (i), la série devien- 
drait 

mais — x-+-f(x)^o pouvant représenter une équa- 
tion quelconque, le développement précédent dans lequel 
on ferait u := o , après avoir effectué les opérations indi- 
quées , exprimerait une de ses racines , s'il était conver- 
gent. D'après la noUtion ci-dessus , 
— *+/(;t)=«- + aa;—'-|-6a:--' + ... +(p — l)x-i-q, 

{') HémaiTci d« Berlin, 1770. 
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/(.) = ., 


(« 


+ 1, 


d'où 












?w= 


u— ' + fll 


— 


+ . ■ 


On trouve 










/(«)•=!- 


+ mq'- 


.,(•) + - 


i!! 


~') 



+ ç«— ?[«)—' -(-i.-f{«)-; 

on substituera, enfaisantsuccessivementm=i, 3,3,.-'i 
ce développement dans la série (a) . De cette substitudon, 
il résulte <jue, si l'on fait u ^ o, après les opérations in- 
diquées , tous les termes de la série contiendront y, puis- 
que y (u)"* étant dérivé m — i fois, le dernier terme 
u~ç(u)'", seul indépendant de f, sera nul par l'hypo- 
thèse u^o. La valeur de x, exprimée par la série en 
termeii réels, étant annulée lorsque q=^o, il résulte des 
principes eiiposés, que cette série donne la valeur appro- 
chée de la plus petite racine de l'équation 

x" + ax''^' + ... +(p— i)a:'t-q = o. 

Remarquons aussi que si la série est convergente, elle 
exprime nécessairement une racine réelle de la proposée-, 
dans le cas de la convergence , la proposée doit donc avoir 
au moins une racine réelle. Si la série est divergente, 
elle correspond à une racine imaginaire, bien que tous 
ses termes soient réels. On a un exemple très-simple de 
cela , dans le développement par le binôme d'une racine 
imaginaire de l'équation du second degré 

x* + pjc + q = o; 

eu eûel, ou peut donner aux racines la forme 
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Le développemeni (i — h)' conduit à une suite diver- 
gente, en quantités réel]es. 
5?. Si l'on considère l'écpiation 

(3) B-x-l-/(x)=0, 

et que dans la série (a) on ne fasse pas « = o, on pour- 
rait demander quelle serait la racine développée. Posons 
X =: u H- _/ ; l'équation précédente deviendra 

14) j-=/{«+r)- 

Au lieu de celle-là, considérons 

t étant un paramètre arbitraire ; la série de Lagrange , 
appliquée à cette dernière, donne 

/=.+/("+■) +H/(« + <)']'+jf5[/(" +•)•]' + ■■ ■■ 

Si l'on pose, après les opérations indiquées, £ = o, on 
développera la plus petite racine j de l'équation (4), et 
son expression sera évidemment 

^=/('')+.«/W'l' + ^[/Wl"+ •••. 

c'est-à-dire, la valeur de x — u qu'aurait fournie la sé- 
rie (a). Si donc on ne fait pas le paramètre u égal à zéro, 
et qu'on fasse usage de la série de Lagrange, on dévelop- 
pera la plus petite valeur numérique de x — u , par suite 
la racine X qui diffère le moins du paramètre u. (Cette 
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remarque est due à M. le professeur Chio, de Turin ; die 
se trouve dans un Mémoire non publié, sur lequel 
M. Cauchj a fait un Rapport { Comptes rendus de tAcor- 
demie, 1S47, p. 49^-) 



CONCOURS D'ADHISSION A L'ECOLE KOUULE, 
L'ANNËB 1849 



Composition de mathématiques. 

Démontrer que si un cbne de révolution passe par tmc 
ellipse, la somme des arêtes aboutissant aux extrémités 
d'un même diamètre de cette courbe est constante (voir 

1. 1", p. 4.7)- 

Examiner ce que devient cette proposition, lorsqu'à 
l'ellipse on substitue une hyperbole ou une parabole. 

Sujet de composition en physique. 
1°. Thermomètre à poids. Application à la mesure des 
dilatations des liquides et des solides. 

2°. Mesure de l'intensité des courants électriques. 



BlOfiRAPHiE. 

ANNE (PiBBiK-Lio»), professeui'. 

Tous les professeurs de la capitale ont connu ce confrère 

si poli, si honnête dans son langage, dans ses manières j 

d'un commerce si agréable , si cordial ; d'une obligeance 

à rendre service, que rien ne pouvait épuiser et qui allait 



by Google 



au-devant (les demaudes. Des fonctionnaires , dissémiués 
dans tous les serTices publics , se rappellent le professeur, 
d'une humeur toujours égale, dont aucun mouvement ne 
d^énérait en brusquerie^ conservant toujours envers les 
élèves ces égards , ces attentions qui font naître l'alTecliou , 
la donnent pour base au respect. Léon Anne n'est plus; 
il appartient à l'éternité. Disons quelques mots de son 
passé. 

Anne (Pierre-Léon) naquit à Rouen le i5 mars 1806. 
Trois mois après, le père, qui exerçait ime profession 
mercantile, mourut et ne laissa à sa veuve que de faibles 
ressources et un fils aine , nommé Théodore , âgé de neuf 
ans. Ces enfants annonçant de l'intelligence, la mère, 
pour suivre leur éducation, vint, en iSio, s'établir à 
Paris. Avec l'abnégation et ce courage qui distinguent 
les mères, celle-ci employa toutes ses forces, aidée de 
son aîné, à sustenter la famille. La fortune ne fut pas 
favorable; usée de fatigue, la pauvre femme succomba 
eu i8i5. Deux orphelins restèrent sous Tunique pro- 
tection de la Providence. Cette protecUon avait fait en- . 
irer M. Théodore Anne, en i8i4t ^'^^ 1^ secrétaireric 
du duc (l'Angonléme. Ce pnnce généreux, digne des- 
ceudant de Louis XIV, fit donner une bourse à Léon , 
311 collège Louis-te-Grand , et se chargea du trousseau. 
Après avoir travaillé avec ardeur pendant dix ans dans 
cet établissement, Léon le quitta en iSafi pour entrer 
à l'École Polytechnique. M. le Dauphin voulait lui 
procurer une bourse entière; mais, à cette époque, il 
n'y avait que vingt-quatre bourses que l'on partageait 
en quarante-huit demi-bourses , pour aider plus d'élè- 
ves. M. le Dauphin, ne voulant pas priver un élève 
du bénéfice de cette disposition, n'alloua à Léon qu'une 
demi-bourse, et paya l'autre sur sa cassette, ainsi que 
le trousseau. Léon a dû étudier les mathématiques sérieu- 



I. de UaihAnal. , I. IX. (Juin l85o.) 
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sèment, car il les aimait. Pendant les deux années de 
séjour à l'Ecole, il n'a en que quatre jours de ret«me 
pour une lettre royaliste, collective m eut écrite, et publiée 
dans les journaux. Son examen de sortie ne fut pas heu- 
reux. Des noies excellentes ne purent en détruire le mau- 
vais effet. Les passions politiques du temps D'eurent-elles 
aucune influence snr ce résultat? 

Ne pouvant entrer comme officier dans l'artillerie, 
anne qu'il affectionnait , il voulut s'j engager et recon- 
quérir son avancement perdu. Des infirmités l'empê- 
chèrent d'être enrAlé comme soldat, et il se voua alors à 
l'enseignement libre. 

Entré dans cette pénible carrière , il remplit avec une 
conscience, presque timorée, le devoir essentiel de ce 
professoral qui consiste à préparer les élèves aux examens 
et surtout aux examinateurs; à cet efTet, il recueillait 
chaque année toutes les questions principales et les résol- 
vait de la manière la pins simple, à l'usage des élèves. Il 
s'attachait, de prédilection, aux solutions synthétiques. 
On en a des exemples dans plusieurs travaux dont Anne 
a enrichi ce Recueil. C'est à lui que nous devons des cen- 
taines de questions d'examen que nous avons données 
chaque année depuis 184?. Il prémunissait aussi ses élèves 
contre les mille et une objections, océan sans fond, dont 
abondent les interrogations. Son mode d'enseignement 
était remarquable par une extrême clarté et par une pa- 
tience qui coûte souvent tant à conserver, au mïtien 
de tant de sujets d'impatience. La répétition conti- 
nuelle, si débilitante, des mêmes travaux , soutenus avec 
un zèle continu, minèrent une santé chancelante et 
abrégèrent les jours de l'excellent professeur. Après une 
maladie assez longue , Anne s'étmgnit avec calme le 5 avril 
dernier, muni des secours du culte catholique qu'il a ton- 
jours pratiqué avec la même ferveur que celui de la recon- 
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naÎMance envers d'augustes bienfaiteurs. Les élèves per- 
dent un bienveillant guide-, la société uu digne citoyen, et 
nous un collaborateur dévoué. C'est lui qui a créé et éla- 
boré ces Tables si détaillées, si méthodiques, qui termi- 
nent chaque année, et qui, facilitant les recherches, éco- 
nomisent le temps, capital qu'il faut ménager. 

Il avait joint à ses destinées une charmante personne, 
petîte-Clle du docteur Amy, médecin du duc d'Angou- 
léme et du duc de Berry. Elle a fait le bonheur de toute 
sa vie et adouci, par des soins angéliques, l'amertitaie 
de ses jours de souffrance. Une tendre amitié, une com- 
munauté de sentiments a toujours uni étroitement les 
deux frères. M. Théodore Anne, ayant quitté l'état 
militaire lors de l'exil de la branche aînée, a cultive 
avec succès diverses branches littéraires, et, occupant 
on rang honorable dans la carrière dramatique et dans 
celle du journalisme , il s'est toujours montré homme de 
talent dans ses écrits, et homme de coeur dans sa conduite 
et dans ses actions. 

Anne laisse trois fils en bas âge. Lisant un jour ces 
lignes , faible expression d'une profonde reconnaissance , 
tracée d'une main inhabile, qui alors ne remuera plus, 
puissent-ils se dire ; &"otre père a obtenu l'amour et l'es- 
time des gens de bien ; conservons ce précieux héritage et 
transmettons, avec son nom, le souvenir de ses talents et 
de ses vertus ! 



by Google 



{ «.8 ) 



NOTE SUR L'RLININATrON, 

D"*PBÈ» M. mCHELOT. 
rjuurnaldf M. Cr«l|p. l. XXI, p. i-ifî, iRii i pn IminJ 

Méthode Sylvesler. 

\. Soient/", piyi deux fonctions rationnelles 
en y, savoir; 



(0 



Multiplions l'équation /i =0 successivement parj-""'. 
f""*, . . . , y", et de même , l'équation y", = o par y"'', 
y"~',. • ■ty" '^ noosobtenous m-\- n équations linéairei 
relativement aux quantités ^r""*"""') j' "■+"-', — 1 /"• Éli- 
minant entre ces m-i- n équations du premier degré, 
comme autant d'inconnues, les m-i~n — i puissances, 
y ix+K-x ^ ym+x-t ^ _ -ï^'i on obtient une équation entre les 
coefficients a', a". Or, dans toutes ces équations, la'quan- 
tité entièrement connue est nulle ; donc on ne peut en dé- 
duire que te rapport entre les inconnues et le déierminant 
est nul. Ce déterminant étant représenté par X , on aura 
X ^ o pour l'équation finale, et sans facteurs étrangers, 
car les coefficients a' n'y dépassent pas le degré n, et les 
Goefficienis a" le degré m ; car Euler a démontré que toute 
fonction entière évanouissante de a' et a", qui jouit de 
cette propriété, représente la véritable équation finale 
(voir tome VII, page i63). 

Observation. Cette belle méthode se trouve dans le 
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journal the London and JùUnburgh philosophical Ma- 
gazine and Journal of Science, 1839 ou 1840 (*)' 

Méthode d^Euler. 

% Prenons deux foactions entières iii ut tt, ; la pfe- 
mière, de degré n — 1 , renfermant n coefficients arbi- 
traires, et la seconde, de degré m — 1, renfermant m coef- 
ûcients arbitraires. La fonction TCiff\-ntft de degré 
Hi + « — I contient m -h» coefficients arbitraires, et 
les puissances y'''*"~^ ^ j"^*~* , • . •tj'- Soit j* une quel- 
conque de ces puissances ; faisons sou coellicieut ^al à 
tin, et les coefficients des m + n — i autres puissances 
égaux à zéro; nous aurons m + n équations du premier 
degré qui déterminent les m -+- n coefficients arbitraires, 
cl l'on a ^ 

Soit A te déterminant dans les m-\-n équations, et 
faisons 

il est évident que fi\ et p[ sont des fonctions entières de 
a' et a", el l'on a 

Or, J\ et J\ étant nuis, on a aussi A^^^ o; et comme A 
renferme a' au d»^ré n et a" au degré m, cette équation 
est donc l'équation finale et identique avec \ = o. Ainsi 

(4) p!*'/+p;V. = Xj*. 



(*} Méthode si rucile, que ton absence Aam l'enscisnemunl q^l uti 
ni cipliqué ni eipllcable. MM. Choqnet cl Serrel n'en paricul poliil. 
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3. Soit a'^ un quelconque des coefficients de/i, et 

prenant la dériva de l'équatioD (4) par rapport k a'^, 

faisons ensuite 

/ = o, /,= <,; 



d'où 

(5) 






et, de la même manière, 

où ir est un des nombres o, i, 3,..., n. Faisons A = n, 
on obtient 

(7) ''• Â/'' ^' d7' 

Dans la première équation , h ne doit pas dépasser m , 
et dans la seconde , k ne doit pas dépasser n. 

Observation. L'auteur tire des équations {7), combi- 
nées avec les équations (5) et (6) , des équations désignées 
par (8), (9), (10), et analogues à celles qui ont été 
trouvées par M. Jacobi (voir tome VII, page t58). 

Deux équations à deux inconnues. 

Al. Supposons que les coefficients a', a", dans tes fonc- 
tions fi , ft ci-dessus , soient des fonctions de x , et or- 
donnant par rapport à x , l'on ait 

lf, = b'^xP + b'^_^xf-'A- ... -Hi', = 0, 

où 6', ^ désignent des fonctions entières de j. 
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Soit t'ëqiuiioii finale ¥ = o. 
Si nous reprëseatoos par a\''\ a[*\ les fooctioDS en- 

iiires les plus simples de i' et b" analogues aux fonc- 
tions p , on aura , comme ci-dessus ( 3 ) , 






= v; , analogue à l'équation (5), 
loalogue à réquaiiotL(6}. 



S. Les ^uations X = o , Y = o , sont , comme on sait, 
de même degré. Il s'agit de trouver le caractère de correS' 
pondance des racines. 

L'équation (5) donne 






~, dans la première valeur de^, est un quelconque des 
nombres o, i, 3,...,m; et, dans la seconde valeur, un , 
quelconque des nombres o , i , a , . . . , n. Mettant dans le 
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second membre une valeur de x, tirée de l'équation 
X^o, le premier membre donne la valeur correspon- 
dante de j, déduite de l'ëquation Y = o. 

Observation. M. Liouville a trouvé depuis (en 1847) 
une autre méthode pour établir la relation entre les va- 
leurs correspondantes, mais exigeant une nouvelle élimi- 
nation, tandis que la méthode de M. Richelot ne porte que 
sur l'équation ^/la^ seulement (voiri. Vï, p. agS). 

Le reste du Mémoire contient un théorème analogue à 
celai que donne M. Jacobi (voir t. VÎI, p. 12a et ia3), 
et ou l'obtient par les mêmes moyens. 



(•)• 



Solutions itAisoNNÉBs des exercices proposés dans le 
TRAITÉ n' ARITHMÉTIQUE DE M. Joicph BertTOitd, 
maître de conférences à l'École Normale, examinateur 
d'admissîon à l'École Polytechnique; par MM. Grosa 
Prouket, professeurs de mathématiques. Paris, i85o; 
in-S" de 96 pages. 

Ces exercices ont acquis ches les élèves une répntadon 
de difEcultés comme naguère les questions de M. Comte. 
Le présent ouvrage fait disparaître toutes les aspérités, ei 
l'esprit peut désormais parcourir cette arithmétique sans 
la moindre fatigue. Bonne fortune pour les paresseux sur- 
tout, mais aussi pour les travailleurs; ceux-ci ne feront 
que consulter le livre, et, comparant leurs propres raison- 

('] Toui Isa ouvrages innoncés d>aa le* HoMvattei AimaUt it MiAé- 
maiiqHti se Iroufeot diM M. Bacrbliu, libraire, quoi dei Augulini, 
ii»55. 
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nements à ceux des auteurs, ils pourront apprendre 
comment on peut réunir à la fois clarté et rigueur. 

On n'a pas indiqué les pages de l'ouvrage où se trou- 
vent les questions; cela aurait évité des recberclies 
inutiles. 

Nous rappellerons que M. Prouhet a proposé, en i844) 
une belle question d'aritlimétique qui n'est pas encore 
résolue (voir tome III, page 376; question 87]. Nous 
recueillerons avec reconnaissance la solution que l'auteur 
voudra bien nous communiquer, ainsi que des questions 
88 et 89 qui lui appartiennent paiement. 



SOLUTION m U QUESTION 22C 



P*a H. Gusnvi MAKQFOT, 
Élive de l'initiluUon Sunte-Barba. 



TaiomÈm. Soit une circonférence, A le centre, CAB 
un diamètre. SurCB prolongé, prenez un point D tel que 
fon oiï DB. DC * = AD. Âb' [et non AB.ÂD*). Bu point 
D comme centre, et d'un rayon AB, décriiez une cir- 
conférence coupant en E la circonférence donnée. 
Varc BE est la sept&me partie de la circonférence. 

(VlBXE.) 

Démonstration. On a, par hypotbèse, la relation 

DB.Bc' =AD.Âb'. 
Soient 

AD=a/, 
ABs:R=i; 
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la relatioD devient 

i2/-i){ai+i,'=a/. 
ou 

8/' + 4/' — 4/— I =0. 



tome IX, page 5a). 

Doue , si l'on preod le milieu M de la ligne AD , on a 



Or, si l'on élève ta perpendiculaire ME, il est clair que 
DE est égal au rayon du cercle ; donc BE est bien le 
septième de la circonférence. 



COMPLÊIENT DE L'ARTICIB SUR LA imiEURB FORH . 

K tomm m triangles %m les levers 



Pak h. PIOBERT. 



On a vu , page aoo , que le rapport du déplacement du 
sommet à la faauteur du triangle, OU cequ'on appelle 11 
déformation du triangle, est 



I /si n'rfA sin'rfC 
sioBV sin'A "'' sin'C " 



2^DdK,iiadCcmB 



H est facile de voir que les plus grandes déformation», 
soit dans le sens de la Hauteur, soit latéralement, auront 
lieu lorsque t/A et dC seront égaux à la plus grande ■ 
erreur a craindre dans la mesure de chaque angle, dk 
et tiC étant de même signe dans le premier cas et de 
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signes différenU dans le dernier. On aura donc 

P _ siinfAv^sin'A + sin'C±asinA8inCci>8B 
tsin A ~ sin A sînB siaC 

le signe + pour des erreurs de même signe et le signe — 
pour des erreurs de signes différents. 

Il est paiement facile de s'assurer c|ue les écarts en 
hameor, qui sont les plus considérables et les plus à crain- 
dre , seront les plus petits pour A ^ C ; il vient alors 



Comme e est la pluâ grande erreur possible sur la me- 
sure de chaque angle, le plus grand écartemcnt latéral du 
sommet B de sa véritable position sera donné par 

dA = — rfC = t; 
et la déformation sera 



- 2ucsB. 



sin A sin B 

Si deux angles senlemeul ont été mesurés , on aura égale- 
ment 

pour le cas du plus grand écart eu hauteur, et la défor- 
mation sera 

-^2-+-2COSB, 



sin A si 
La moTenne des |dus grandes déformations sera 

asi"AlinB ^^'*~ acosB + v^a + acosS), 

dont il faudra chercher le minimum pour avoir la condi- 
tion du triangle le plus favorable, ou qui donne les chanœs 
des moins grandes erreurs sur la position du sommet à 
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déterminer. Comme cosB est toujours dans la pratique 
sensiblemeal plus petit que l'unité , la somme des deux 
radicaux ne varie pas beaucoup daus les limites des va- 
leurs qu'oD donne à B , de sorte qu'on peut avoir une pre- 
mière approximation en ne considérant que les variations 
du dénominateur; on a ainsi cherché précédemment 

(page aoo) le minimtun de -: :— =,et l'onalrouvépour 

condition 

tang'A = 2, 

c'est-à-dire , A et C d'environ 35", et B de 70". 

En faisant la recherche du minimum de la valeur en- 
tière de la déformation , on trouve la condition 

tang'A — UngA=:a, 
d'où 

A=C=5&'4i' et B = 66'58', 

au lieu des valeurs précédentes. 

Lorsque les trois angles du triangle sont mesui'és, dA 
et dC de même signe ne peuvent être égaux à s ; car au- 
trement dh serait égal à af , comme cela a déjà été dit 
(page 198) , on ne peut alors avoir de plus grande valeur 

de dA et de dC que -, et la plus grande déformation en 
hauteur devient 

sin- 

-: — . ■ -;; A4-2COSB. 

sin A siu B 
La moyenne des plus grandes déformations est alors , en 
remarquant que c est toujours très-petit , 

— ■ . ■ -■ ( ^a — 2COSB H- î v'» -H a cosB ) ; 
2 sin A sin B ^ ' ' ' ' 

en cherchant la condition du minimum , on trouve alor» 

tang' A — tang A ^ 4 » 
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doù 

A = C = 6o"54' et B = 58'i2'. 
11 est à remarquer que <}ans les diverses solutions qui 
précèdent, les écarts latéraux et en hauteur sont in^aux-, 
dans le cas de deux angles mesurés, c'est l'écart en hauteuc 
qui est le plus grand , et dans le cas des trois angles mesu- 
rés, c'est l'écart latéral. Comme, en général , il est indif- 
férent que la déformation soit dans un sens ou dans un 
antre, la solution la plus avantageuse est celle où la 
plus grande de ces déformations est la moindt-e possible. 
Elles doivent alors être ^ales dans les deux sens , et il 
arrive qu'elles ne sont pas sensiblement pins grandes que 
les moyennes trouvées dans les autres solutions. Dans le 
cas de deux angles mesurés, on a 



v'2 + 2cosB= v'a— 2COSB, 
B = 90', C = A =: 45". 
Dans le cas des trois angles mesurés , on a 



V2-t-acosB= aVa — acosB, 

I -i-c<«B = 4(i — cosB), 
d'où 

cosB = I , B = 53^7' 49" et A =; C = 63" 26' 5",5. 



NOTE HISTORIQIIB SIR YlfiTB (PRAMÇOIS). 

Les Grecs distinguaient deux sortes de questions géomé- 
triques, tes dio^isme3(l^'•*'*F") ou problèmes déterminés, 
elles lieux indéterminés (m»] (vo/rtomelll, page 480). 
Mète, un des premiers, a appliqué l'algèbre aux dioris- 
mes, puis Descartes le premier aux lieux plans ; et c<^s deux 
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applications ont fait faire à la géométrie plus de progrès 
en trois siècles qn'elle n'en avait fait auparavant en trois 
mille ans. C'est que Viète a eu aussi le premier l'idée 
mère de représenter par des lettres même les quantités nu- 
mériquement connues. De là , il fut naturellement amené 
k représenter aussi les longueurs linéaires par des lettres et 
adonner ce qu'on nomme aujourd'hui la construction géo- 
métrique des formules j car la vraie formule algébrique ne 
datequedeViètc. L'analyse ne consistant qu'en _/b/7iief, il 
a désigné cette science sous le nom de logistique J/técteufe. 
Ce grand homme, de qui nous tenons tout, n'a pas encore 
de monument dans sa ville natale. II vit le jour, en 1 54o, 
àFon(enay-le-Comte,dan3le bas Poitou, aujourd'hui dé- 
partement de la Vendée. Jouissant de l'indépendance que 
donne la fortune, il passa toute sa vie à cultiver les ma- 
thématiques avec une telle ardeur, qu'il passait quelque- 
fois des jours et des nuits, assis sur sa chaise, à la re- 
cherche d'une solution. Il ne faisait imprimer ses ouvrages 
qu'à un petit nombre d'exemplaires, qu'il distribuait à 
des amis, sans jamais vouloir en tirer un profit quelcon- 
que. Il était lié avec les principaux personnages du temps, 
entre autres avec le célèbre historien de Thou. Etant 
maître des requêtes, il venait souvcut à Paris, où il est 
mort en i6o3- Ses ouvrages, devenus très-rares, ont été 
recueillis par le célèbre François de Schooten , en 1646, 
sous ce titre ; Francisci Victœ Opéra mathematica in 
unum volumen congesta ac recognita, operd algue 
studio Francisci a Schooten heydcnsis, matheseos prv- 
fessoris. iMgiiuni-Batavorum, ex officind Bonaventurœ 
et Ahrahami Elzeviriorum. In-folio de 554 pages- 
Profond helléniste , selon le mauvais goût du temps il 
entremêle le discours latin de beaucoup d'expressions 
grecques ; ce qui donne au style un aspect hybride. Voici 
le contenu de ce volume. 
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i", Isagoge in artem anafyticam; il divise l'analyse 
en trois ■parties : li zététique, la porùtiqiie etVexégétique. 

Dans la zëlëtique , on se propose de recbercher le^ rela- 
tions qui existent entre }es inconnues et les connues ; au- 
lremeDt,laformaùondes équations. Laporistiqiicapour 
objet les moyens de démontrer les théorèmes, et l'exégé- 
tique s'occupe de la rechercbe des grandeurs des incon- 
nues, autrement de la résolution des équations. Les deux 
premières méthodes sont énoncées par Théon, et la troi- 
sième est de Viète. Au chapitre LV, on lit cette célèbre dé- 
duction : Logistice numerosa est quœ per numéros, spe- 
ciosa quœ per species seu rerum formas exhibetur, ut 
pote per alphahetlca elemenra. 

a". j4d îogisticen speciosam notœ priores; contient 
les quatre opérations algébriques et les élévations aux 
puissances , et diverses questions sur le triangle rectangle. 

3°. Zeieticorum libri quinque; divers problèmes 
mériques et géométriques sur le théorème de Pythagt 
sur des moyennes proportionnelles, etc. 

4". De œquatioHum recognitione etemenàatione trac- 
tatus duo; traite de la manière de préparer les équations, 
par le passage de termes d'un membre dans un autre , pai 
la disparition des dénominateurs, des radicaux, etc. 

5". De numerosa potestatum purarum resolutiom 
extraction des racines des nombres. , 

6" . De numerosa potestatum adfeclarum resolution 
résolutions des équations du second, du troisième et du 
quatrième degré, et des équations supérieures réductible.' 
à l'un de ces trois degrés. Voici comment il résout l'équa- 
tion du troisième degré. Soit 

x>-|-3 6'a;= 2r*; 
faisant 
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on obtient 

d'où , etc. 

7". Effectionum geometricarum canonica recensio. 

8". Supplementum geometnœ; pseudo-mesolabum et 
alia quœdam adjuncta capitula j problèmes sur des 
moyennes proportionnelles continues dans \e cercle : on 
trouve (page a55) le problème sur l'inscription de la 
corde de l'heptagone , résolu ci-dessus. 

Construire un quadrilatère inscriptïble dont les côtés 
sont donnés , etc. 

9**, Theoremata ad sectiones angulares; première 
théorie des sections angidaires. 

10°. Responsum ad prohlema, quod omnibus mathc' 
maticis totius orbis constmendum proposait Adrianus 
Romanus; il s'agit de trouver la racine d'une certaine, 
équation du quaran te-cinquième degré. Charmé de la so- 
lution, Adrien a fait exprès le voyage de Wurtiboui^ à 
Paris , et de là à Poitiers, pour faire la connaissance de 
Viète, et celui-ci lui a dédié l'ouvrage suivant. Viète re- 
connut tout de suite qu'il s'agit de diviser un arc donni- 
en quarante-cinq parties égales, 

11°. Apollonius Galliis; première solution géométri- 
que du problème où l'on cherche à construire un cercle 
qui en touche trois autres : sa méthode est, au fond, celle 
qu'on appelle aujourd'hui celle des axes radicaux et des 
centres d'komologie. Viète résout d'abord des cas parti- 
culiers de contact. 

m". Mtmimen adversus nova cyciometiica; réfu- 
tation de la cyclométrie de Scaliger. 

Le reste du volume contient les travaux de Viète sur le 
calendrier grégorien, et dans lequel il a signalé des dé- 
fauts et indiqué des corrections qui n'ont pas été adoptées 
et lui ont occasiouné des désagréments, 11 s'était rendu k 
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LyoQ pour présenter son travail au cardinal Aldobran- 
dini, l^at du Pape; de Thou, consulté, avait décon- 
seillé ce voyage et avait prédît d'avance à Viête son in- 
succès auprès de ces hommes, qui u/la in re errasse, aut 
errare passe, ne JaCeantiir, pro imperii arcano ducunt 
(Historia,lib. CXXIX). 

Ceux qui voudront plus de détails sur les travaux de 
Viète, pourront recourir à l'excellente Note de M. Chasles 
sur la nature des opérations algébriques dont la con- 
naissance a été attribuée à Fibonacci; des droits de f^iète 
méconnui (Comptes rendus, i84i, i" semestre, p. 74') • 
On y lit qu'Adrien Romanus a déjà eu Vidée d'une repré- 
sentation littérale de toute quantité; mais que Viète a 
réalisé cette idée. Romanua, né à Louvain, est mort à 
Wurtzlioui^, le 4 "t^' '6» 5; il était médecin de l'Empe- 
reur : son nom de famille est Van Roemer. Une Notice 
iniéressante sur ce géomètre a été donnée par M. de 
ReilTenberg {Quetelet, Correspondance mathématique, 
t. Vni, p. 333; voir aussi Tallemaut des Réaux, His- 
toriettes, tome II, page 88). 



SSGMD THÉORiNE W IINHII POUR IN SYSTÈME BS 
DROITES BAKS L'ESPACE 

P*B MM. P. HOSSARD et POUDRA, 
(nicf!> d'nradmn d'pinl-ninjor. 

Théobêhe. Un nombre quelconque de di'oites étant 
données dans l'espace, le point pour lequel la somme 
des carrés des perpendiculaires abaissées sur ces droites 

Akh. ie Mathémat., t. IX. (Jnillel iSSo.) 1^ 
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est un minimum, est en même temps le centre de gravité 
des pieds de ces perpendiculaires; et réciproquement. 

Démonstration. Soient A ce point, et G le centre de 
gravité des pieds des perpendiculaires. Quel ijuc soit le 
point A , la somme des carrés des distances entre le point G 
et les pieds des perpendiculaires sera un minimum. Par 
suite , la somme des carrés des perpendiculaires abaissées 
du point A serait plus grande que celle des carres des 
distances prises à partir du centre de gravité G, et, à 
fortiori, plus grande tpie la somme des carrés des perpen- 
diculaires abaissées dn centre de gravité G sur les droites; 
le point A ne jouira donc de la propriété énoncée tpi'au- 
tant qu'il se confondra avec le point G. 

Or, on sait qu'il n'existe qu'un seul centre de moyenne 
distance. Donc le point G , centre de gravité des pieds des 
perpendiculaires abaissées de ce point sur les droites, est 
unique; et, partant, la somme des carrés de ces perpen- 
diculaires est un minimum relativement à toute somme 
semblable pour d'autres points de l'espace. 

Nous employons ce théorème dans ta solution d'une 
question pratique de géodésie que nous donnerons pro- 
cbainemeDt. 

Note. Le carré de la distance d'un point dans l'espace 
à une droite dans l'espace, est une fonction ralioanelle 
entière du second ordre des coordonnées du point et de 
celles du pied de la perpendiculaire^ il s'ensuit qu'on 
peut appliquer à des droites dans l'espace le même genre 
de démonstration qu'on a donné pour des droites dans un 
plan {voir tome VU, page 4o8). 
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PRMilUIlE DIIH COURS DE llGlMOIlE tlEHEUTURE. 

FVH DU DEUXIÈME Al(Tr4:L£ ( TOlr PM* ■» <■• M •DlnBé); 

Pak m. C.-E. PAGE. 

Prenons d'abord pour exempte un système entièrement 
libre. Nous avons vu que tous les mouvements possibles 
d'un pareil système se réduisent k un mouvement de 
translation suivant. une direction quelconque, et k un 
mouvement de rotatiou autour d'an axe quelconque. 

Commençons par supposer un mouvement de transla- 
tion suivant une direction quelconque. Les vitesses vir- 
tuelles de tous les points d'application sont représentées 
par des droites parallèles et égales entre elles : en égalant 
a zéro la somme des produits de toutes ces vitesses vir- 
tuelles par les projections des forces sur leur direction , 
on a un facteur commun à tous les termes; en le suppri- 
mant, il reste la somme des projections des forces égale 
à séro. 

Pour les forces appliquées à un système entièrement 
libre, on a donc cette première condition d'équilibre : il 
faut que la somme des projections des forces sur une 
direction quelconque soit nulle. 

Pour que la somme des projections sur une direction 
quelconque soit nulle, il faut que les sommes des projec- 
tions sur trois axes rectangulaires fixes soient nulles sé- 
parément; cette première condition se trouve donc 
exprimée au moyen de trois équations. 

Maintenant, supposons un mouvement de rotation au- 
tour d'un axe quelconque. La vitesse virtuelle d'un point 
d'application est égale au produit de la vitesse angulaire 
par le rayon de ce point, cl le travail élémentaire virtuel 
i6. 
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de la foixc coriespoixlante est égal au {ti-oduit de cette 
vitesse virtuelle par la projcrtion de la force sur une 
droite perpendiculaire à la fois au rayon et à l'axe : en 
galant à léro la somme des travaux élémentaires virtuels, 
on voit que la vitesse angulaire entre comme facteur 
c-ommuD à tous les termes ; en supprimant ce facteur, il 
reste la somme des produits qu'on obtient en multipliant 
le rayon de chaque point par la projection de la force 
correspondante sur une droite perpendiculaire au rayon 
et à l'axe. Ce produit est égal au produit de la projection 
de la force sur un plan perpendiculaire à l'axe par la plus 



courte distance de la force à l'axe. C'est ce dernier 



pro- 



duit qu'on appelle moment de Ui force par rapport à 
l'axe. 

On a donc cette seconde condition d'équilibre ; il faut 
que la somme des moments des forces par rapport à un 
axe quelconque soit nulle. 

Nous avons vu que la vitesse angulaire, autour d'un 
axe quelconque, peut toujours se décomposer en trois 
vitesses angulaires autour de trois axes rectangulaires 
fixes ; il est facile d'en conclure : pour que la somme 
des moments des forces par rapport à un axe quelconque 
soit nulle, il faut que les sommes des moments des forces 
par rapport à trois axes rectangulaires fixes soient nulles 
séparément ; ce qui donne encore trois équations. 

Pour l'équilibre des forces appliquées à un système 
entièrement libre , nous avons donc deux conditions gé- 
nérales qui s'expriment chacune au moyen de trois 
équations. 

Le nombre des équations diminue lorsque les forces 
sont assujetties à quelques conditions données. Ainsi , pai' 
exemple, si les forces sont situées dans un même plan, 
il suffit, pour l'équilibre, que la somme des projections 
des forces sur une droite quelconque située dans ce plan 
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soit nulle, et que la somme dis miiiueiils (]es forces ]iar 
rapport à un a\C ([iielcouquc perpL-iuli cul aire au plaît 
soit nulle; ce qui donne en tout trois équations seule- 
ment. 

Si les forces sont parallèles entre elles, il sutiSt, pour 
r^uilibre , que la somme de ces forces soit nulle , et que 
la somme de leurs moments par rapport à un a\e quel- 
conque perpendiculaire à leur direction soit également 
nulle \ ce qui fournit encore trois équations seulement. 

Des conditions d'équilibre des forces parallèles, il est 
facile de déduire la tbéorie du centre des forces parallèle^, 
i-t, par suite, la théorie du centre de gravité , qui est le 
même que te centre des moyennes distances. 

Loi-sque le système auquel les forces sont appliqu^V» 
est gène dans ses mouvements , les conditions d' équilibre 
sont resiri'intes aux seuls mouvements possibles; îe qui 
diminue le nombre des équations. 

Ainsi, par exemple, si un corps est assujetti à n'avoir 
<[u'un mouvement de translation, suivant une seule di- 
rection, les vitesses virtuelles de tous les points d'appli- 
cation sont égales entre elles et parallèles à cette direc- 
tion; d'où l'on conclut que pour l'équilibre il suffît que 
la somme des projections des forces sur cette direciion 
soit nulle. 

Si un corps est assujetti à tourner autour d'un axe fixe, 
il suflit que la somme des moments des forces par rapjwrl 
à cet axe soit nulle, etc. 

JNous avons déjà vu que les machines sont des corps ou 
(les assemblages de corps gi^nés dans leurs mouvements. 
Pour trouver les conditions d'équilibre des forces qui leur 
sont appliquées, il suffit de déterminer les vitesses vir- 
luelles des points d'application, et d'égaler à zéro la somme 
(les travaux élémentaires virtuels. 

En général, dans une machine, il n'y a qu'un seul 
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mouvement possible , et les forces sont ordinairement di- 
rigées dans le sens même des vitesses virtuelles de leurs 
points d'application. Dans ce cas, si une machine n'est 
sollicitée qne par deux forces qui tendent à U faire mou- 
voir en sens contraires , pour qu'il j ait équilibre, il faut 
que ces forces soient eu raisoit inverse des vitesses 
virtuelles de leurs points d'application. 



SOLUTION BB U QUESTION 227 

Pak mm. L. DUflAND CLAYE, élèro (iDidtutiDD Siinto-Btrbe) j 
F. MAHTOREV, élèiE du l>«e Charlenii|>ne (dliision do M. CaUlan}. 

1 . Lemme. Dans im triangle, connaissant, de direction, 
la hauteur, la bissectrice, la médiane, qui partent d'un 
même sommet, le triangle est donné ô!espèce. On peut 
en construire géométriquement les trois angles. . 

2. PftOBLÈMB !227. Dans une conique à centr-e, on 
donne : i° une directrice; a" une tangente avec le point 
de contact; 3° la direction du diamètre qui passe par ce 
point : construire la conique. 

Première solution- Soient M le point de contact donné 
et P le point où la tangcaie en M coupe la directrice , 
et F et F' les deux foyers inconnus. Dans le triangle FMF', 
on connaît les directions de la bissectrice (c'est la normale 
en M), de la médiane (c'est le diamètre), et de la hauteur 
passant par Mj donc, d'après le lemme, l'angle FMF' est 
connu ainsi que sa moitié. Les rayon» MF, MF' sont donc 
coimus en direction. Mais , d'après ime propriété connue, 
le foyer correspondant à la directrice donnée est sur la 
circonférence décrite sur MP comme diamètre ^ donc le 
foyercherchécst à l'intersection de ce cercle avec chacune 
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des (liractioDS MF et Mt''. 11 y a donc deux coniques (jui 
satisfontà la question. (Clate.) 

3. Seconde lolution. Lemmes. i". Les droites qui joi- 
gnent un foyer au point de contact d'une tangente et au 
point de rencontre de cette tangente avec la directrice 
correspondante , aoni perpendiculaires. 

2°. La pokire de tout point pris sur la directrice passe 
par le foyer, et la droite qui joint ce point au foyer est 
perpendiculaire sur la polaire. 

3". La polaire d'nn point est parallèle au diamètre 
conjugué du diamètre qui passe par ce point. 

Soient M le point de contact , T le point où la tangente 
coupe la directrice, R le point où le diamètre coupe la 
directrice. Le foyer F correspondant à la directrice est : 
i''sur la circonférence décrite sur MT conune diamètrt^ 
(lemme i ) ; a" sur la perpendiculaire abaissée de R sur 
la tangente IVIT (lemmes 2 et 3) -, donc le point cherche 
est à l'intersection d'un cerele et d'une droite. Il y a donc 
deux solutions qui peuvent se réduire à une seule ou 
même devenir imaginaires. Lorsque le triangle formé par 
la tangente, la directrice cl le diamètre a deux angles 
aigus adjacents à la tangente, le problème est toujours 
possible. { Mabtobey . ) 



LUI] GSOiiniQlE RELATIF AUX FOYERS DES GONIQUBS 



Par m. MARTOREY, 



Problème. Trouver l'équation du heu des foyers t 
toutes les courbes du second degré qui touchent en deii 
points donnés les deux ciUés d'un angle donné. 
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Que devient ce lieu lorsque les deux points de contact 
sont également éloignés du sommet de l'angle? 

1 . Soit F le foyer d'une courbe du secoud degré , tan- 
gente en Â et en B aux droites OA et OB. 

Joignons ce foyer au point O, où concourent les tan- 
gentes , et aux points de contact A et B : U droite FO est 
la bissectrice de l'angle AFU. 

Il résulte de là que le lieu proposé peut être défini 
comme celui des points tels, qu'en les joignant à trois 
points donnés, la droite intermédiaire soit la bissectrice 
de l'angle des deux autres droites. 

Prenons pour pôle le point O et pour ase polaire 
la Ungente OB. Soient a, b \es distances OB, OA; 
Q l'angle des tangentes; p et «> les cooidonnëes d'un poînl 
du lieu. 

Le triangle OFB fournit la relation 
sipOFB _a 
sin(OFB + ,-)- p- 
d'où 

psinOFB=a(sinOFBcosH-hcosOFBûn»), 
et , en divisant par cos OFB , 

ptangOFB = a cos w taog OFB + n sin «>. 
Delà, 

■angOFB^ -^"L" 

Le triangle AFO fournît de la même manière la tan- 
gente de l'angle OFA. On en obtient la valeur imoiédiate- 
ment en changeant dans l'expression précédente a en 6 , 
o> en (6 — (o) ; on a ainsi 

* f — icos{e — n) 

Les deux angles AFO et OFB étant égaux, leurs un- 
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geotea sont égales, et réciproquement, puisque les angles 
que nous coosidérons sont inférieurs à deux droits; 
Téquation du lieu est donc 

asÏDu isiD(S — a>) 

p — aCOSu p — icOS(S — w) 

ou 

_ atsin(2M — a) 
° asiuw — ftsin{9 — «) 

â. Avant de construire cette équation dans le cas gé- 
néral , examinons ce que devient le lieu lorsque a = 6. 
L'équation se réduit à 

asin(2(d — 9) 



" siun— sin(S — «J 
Elle se décompose en 

w ^ 

acm 

(a) P= 



La première équaùon donne 

"=r "=■»«-?, 

c'est-à-dire qu'elle représente la bissectrice de l'angle des 
taugenies. 
En prenant poar unité la longueur — ~ , on réduit la 
cos- 

3 

seconde équation à 
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et, en faisant tourner l'axe polaire de l'angle -, on ai 
construire la formule 

laquelle représente une circonférence. Cette cirGOnTë- 
i-ence passe par le point O, et par les points A et B. 

Par conséquent, le lieu se compose de la bissectrice de 
l'angle des tangentes, et de la circonférence qui passe par 
les deux points donnés et par le point de concours des 
tangentes. 

3. Actuellement construisons la courbe dans le cas 
général. 

Les valeurs de m qui rendront nul le rayon vecteur 
sont fo amies par l'équation 

sin(2w — S) =o- 
De cette équation on tire 

2^2 a 'a 

Les directions correspondantes des rayons vecteurs, c'est- 
à-dire les bissectrices de l'angle des tangentes , seront des 
tangentes a l'origine. Car chacune de ces directions peul 
être considérée comme la limite des positions d'une sé- 
cante de la courbe, tournant autour de l'un des points 
dlntersection , jusqu'à ce que deus points d'iaterseciiou 
se conibndent en un seul. 

Les valeurs de (■> qui rendront le rayon vecteur infini- 
ment grand sont données par l'équation 

nsinù. — 6siD(e — m) = o; 
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La direction indiquée par cette équation est celle de la 
seconde diagonale du parallélogramme construit avec les 
disUnces a et i pour côtés adjacents. Ou reconnaît faci- 
lement que la courbe a une asymptote parallèle à cette 
diagonale. 

La courbe passe par les points de contact , présente un 
nœud à l'origine, point pour lequel les tangentes à ta 
courbe sont les bissectrices de l'angle des tangentes. 

En appliquant la r^le pour trouver la tangente en im 
point quelconque de la courbe , on trouve 

»ln(3«-a}|«»ln»-fc«tB(9 — »■)) 

ja>»{ai>. — 9J[-iin" — *•iD(#-(u}J-iip(a..-«)[a™«a + 6co.[(î- 
$i Ton fait (ù^Q, c'est-à-dire si l'on cbercfae la tan- 
gente au point A , l'équation se réduit à 

flsinS 
taiigV= x~r- 

Or, si nous abaissons ta perpendiculaire BP snr OA , 
BP = asio9, OP=<ico8e; 
donc 

l<">gV = ^, V = PAB. 

De ta même manière , pour u = o , on a 
«sinS 



tangV = 
et l'on reconnaît que 

V=ABO. 

Donc les ungentes à la courbe aux points A et 6 fonl 
avec les rayons vecteurs des angles égaux aux angles que 
la droite AB fait avec ces rayons vecteurs. Ceci pouvait 
se voir à priori. 

4. Pour trouver le d^ré de la courbe , nous passerons , 
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par une transforma tiou de coordonnées, aux axes reilaii- 
gulaires. A cet efiet , nous posons , 

eu prenant pour axe des abscisses l'axe polaire, et poui' 
axe des coordonnées une perpendiculaire à l'axe polaiiT 
élevée par l'origine. 

l/équaiion développée donne 

apsinu — frp(sin6casw — sinucosO] 

= (i&(sinaucosS — cos3wiinO); 



>u a donc , pour équation transformée , 

[aj- — 6 (jTsin e —jcot6)]{x' ■+■ /•) 
^ab[2xj^a»6 — (*" — /'JsînflJ. 

Ainsi le lieu est une courbe du troisième degré. 

mmw SOLUTION nii némb probl&ib. 



1 . Une considération ingénieuse a ramené la recbcn-hi- 
du précédent lieu géométrique à une question de LétrafiO' 
uométrie; mais on peut aussi trouver le lieu directement 
de la manière suivante : 

La bissectrice de l'angle AOB est évidemment le lieu de^ 
centres. Prenons cette bissectrice pour axe des x, ella 
droite AB, polaire du point O, pour axe des j-^ le milieu 1 
de AB est donc l'origine des coordonnées. 

Soient 01 =:l\ Aï = BI =y':, l et j' sont des quan- 
lilés connues. L'équation de la conique a évidemment 1'^ 
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forme suivanle : 

On a 

2j;i ' + V.X— 2y" =z o, polaire du point O, 



Ona 

L = AE' — BDE + CD'+F(B'— 4AC] = it^(_»-'--t-C 
nt=B' — 4AC=~4C, 



m B' — 4AC 2C C; ■ 

Si la courbe est rapportée au centre, si, fS étant les 
foordoDnées du foyer, on a 

P'eqs7-»-ap = ï^««7 J 

, M'vo/rtomell, page4a9]i 

a' C0S7 + ap = ^ cosï I 

mais l'origine n'étant pas au centre, mais en I, il faut 
remplacer a par or -i- X ou par « — -pr-.^ et l'on obtient 

P'cos7-t-«p- 



La première équation donne 



C=- 



-/'[cosï(P'-r") + «P]' 
la dt'uxième donne 

C _ r^( P + 3g cos7 + /cnsY) 
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Égalant Ivs deux valeurs de C , oo obtient 

= /(p + aaCOS7 + /cos7)(p'cosY + ap — 

équation du troisième degré. 
2. Faisant ce = o , on trouve 



Faisant p =o , on a 

a. = — l. 

Ainsi la courbe passe par les points O , A, B ; ce qu'on 
pouvait prévoir. Car le système des droites OA , OB repré- 
sente une conique satisfaisant à la question , et dont le 
centre et les deux foyers sont réunis en O; de même la 
droite AB représente une ellipse dont le centre est en 1, 
et dont les deux foyers sont en A et B. 

3. Faisant 

j"cos7 -t-/p = o, p + 2«co«7 + /co»y = o, 
on obtient 

— r"cos7 ^ ^_. r" — f '. 

c'est le foyer de la parabole. Ce point partage la courbe 
en deux parties ; l'une renferme les foyers des hyperboles, 
et l'autre Les foyers des ellipses dont aucune ne peut dc- 
vcuir un cercle, à moins que y ne soit un angle droit. 
i. Développant l'équation, on obtient, après avoir 
divisé par cosy, 

/8[p'-t-2aPcos7 + a')+«p(/'— j") + C0S7(Pp'— a'j-") 
— ij-"(P — aacos7) — /'/"cos7=-o. 

Les deux facteurs de (3' + a aj3 cos y + «' éunt ima- 
ginaires , la courbe ne peut avoir qu'une asymptote para)- 
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lUe à Vaxe des a . L'équation de cette asymptote est 

p ^ — r — [voir Vannson, tome II, page Sgi), 

Si l'on fait cos y = o, l'équation se décompose en 

jS = o , et 

l{p--i-a') + a(P-y")-lx'-=o, 

équation d'un cercle; le cercle correspondant aux foyers 
des hyperboles et la droite à ceux des ellipses. 



MlMSTRATION DE QUELOUES THÉORÈMES l'ALGiBRE; 

Pa» m. Abel TRAWSON. 

1 . Le dernier terme d'une suite surpasse le premier, de 
la somme de toutes les diâerences entre deux termes 
consécutif. 

Ce principe évident procure la démonstration de plu- 
sieurs rÀultats utiles (*). 

Soit, premièrement, la suite 

!-+■, 2-*', 3-*-',. . ., n^', (n + !)■+'. 
La différence entre deux termes consécutifs 

^■, {^ + ty*- 

étant égale à 
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il suit du prÎDcipe énoncé qu'on a la relation 

■+.|)--*' = i + (m+i)S.4- ^"'"^''" s^, + ...+^±-^S. +S 

équation où l'on représente par Sp la somme des puis- 
sances p des nombres natarels, depuis l'unité jusques 
et j compris celle de n, oun''. 
Delà 



;.= l^±lir 



2.3 



-S«_, — ...■ 



Au lieu déconsidérer d'abord les sommes des puissances 
{m-f- i) des nombres naturels, on aurait pu prendre les 
puissances des termes consécutif d'une progression arith- 
métique quelconque, et l'on aurait trouvé la formule par 
la somme des puissances des termes d'une telle progres- 
sion, que M. Lionnet a donnée (Nouvelles Annales, 
tome I, page 175), et qu'il préfère, avec raison, à celle 
des Traités élémentaires d'algèbre. 

On peut trouver une formule beaucoup plus simple 
pour les sommes de puissances impaires. 

2. Considérons la suite 

La difiérence de deux termes consécutifs est 

h"+')-^+ '"^',";^3"~' -— +-]^ 

d'où il suit, toujours en vertu du même principe ei 
en ayant égard à la relation n (n -|- 1) ^ a S| , 

»-(s,:r^-'=(m + i)s,„, + ""^';"+3'"~'' s,-, 



.-{,. 
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ou bien 

J'emploie ici, pour abr^er, la uotatiou adoptée par 
Kramp pour des produits de facteurs croissant ou décrois- 
sant en pn^ression arithmétique, produits que ce géo- 
mètre appelle, comme on sait, des facultés. 

D'après cette noution , on B en général 

a(« + A)(« + 2A)... [« + („_, )A] = «-I*; 

l'exposant n de la faculté indique le nombre de facteurs, 
comme l'exposant d'une puissance , et la raison h peut 
être positive ou négative. Dans le cas de A = o, la faculté 
devient une puissance. 

La formole ( a ] présente , comme on voit , moitié moins 
de termes à calculer que la formale(i); et, en particu- 
lier, pour m = i, elle donne tout de suite le résultat si 
remarquable et d'ailleurs bien connu 

3. Nombres figurés. La somme des termes de la suite 
naturelle 

1,. 2, 3, 4, 5, 6, 7,..., 

donne lieu à la suite des nombres triangulaires 
I, 3, 6, lo, i5, 21, a8,..., 

ainsi nommés parce qu'on peut ranger en triangles autant 
de points qu'ils contiennent d'unités. En ajoutant les 
nombres triangulaires, on fonfne les nombres pyrami- 
daux 

I, 4, (O, 20, 35, 56, 84,...; 

4m. ir HalMémal., 1. IX. [Juillcl l85o.: '7 
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suite dont chaque terme représente, comme oo sait, le 
nombre des boulets d'une pile triangulaire, qui apourc6té 
le dernier nombre triangulaire compris dans le pyramidal 
que l'on considère. Si l'on ajoute les nombres pyrami- 
daux , oo a une nouvelle suite , dont on peut , de nouveau , 
additionner les termes; et, en continuant ainsi indéfi- 
niment, on a tous les nombres figurés (ceux au moins 
da premier ordre qui dépendent de la progression natu- 
relle). 

Or on sait qu'à l'aide de ces nombres on peut établir 
la loi du binôme à exposant entier et positif, d'une ma- 
nière certainement plus directe et au moins aussi simple 
que par la considéraiion des combinaisons. J'ose dire que 
cette démonstration du binôme qu'on trouve dans les 
anciens Traités d'algèbre mériterait bien d'être plus 
connue des élèves. Il peut donc y avoir quelque utilité à 
montrer combien aisément la formule des nombres figurés 
se déduit du principe énoncé au début de cet article. 

Considérons la suite de facultés du second ordre 

"■■, ■». '-3, 3 4 («-.)», ;.(» + .). 

Comme la différence de deux termes consécutifs est égale 
au double du fartrur qui Imir est commun, on a immé- 
diatemeni 



ce qui est ta sonmic des nombres naturels jusqu'à n , ou , 
autrement , 1c nombre triangulaire dont le côté est n. 

Considérons de nouveau les facultés de troisième ordre 
0.1.2, 1.2.3, 5.3-4,..., (« — t^nf/H-l), nin + i](M+3y 
Comme la dilléience d<-deux termes consécutifs est égali- 
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à trois fois le produit des facteurs qui leur sont commuiTs , 
on en conclura 

et, par conséquent, 

2nw-f-i n n+i.n + 2 
a~" — â73 ' 

ce qui est l'expression du nomtre pyramidal dont le côté 
est n. 

Plus génëraletnent , si l'on considère les facultés du 
(m-j-i)'*'" ordre, c'est-à-dire à (m-H i) facteurs, à partir 
de celle dont le premier facteur est zéro et qui est nulle, 
jusqu'à la (n'-l- i)'*"* dont le premier facteur est n, on 
verra que la différence de deux termes consécutifs est 
^aleà (m-l- i) ybù le produit des m facteurs qui leur 
sont communs -, et de là , toujours à l'aide du m£me prin- 
cipe, 

2,(.-H,).. (.-^»-)= '-^"";-;';--'- ^^', 

et, par conséquent, 

^ 1.2.3. .m 1.2.3. ..m (m 4- i) * 

cequïestlaformulepourle nombre figuré du (m+ !)•*■« 
ordre. 

iVote. On démontre le binôme à exposant entier né- 
^tif, de la même manière que le binôme à exposant 
enoer positif, en remplaçant les combinaisons sans ré- 
pétitions par des combinaisons avec répétitions; de sorte 
que les coefficients sont encore des nombres figurés ordi- 
naires. Lorsque l'exposant est fractionnaire, il s'agit de 
trouver une série telle, qu'en élevant cette série à une 
puissance entière , on obtienne une série dont les coefB- 
■7- 
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cieuU soient <les nombres Ji gui es ■, on déniontn^ <]tie le» 
coefficients de la série cherchée sont encore des nombres 
figurés, mais à base fractionnaire : c'est l'immortelle dé* 
couverte de Newton. Tu. 



SUR LSS POINTS SINGliLlERS DES COURBES ALGÉRUQUES; 
Pâk h. choquet. 

1. Considérons une courbe algébrique quelconque^ 
supposons l'origine des coordonnées placée en un de ses 

points , et faisons -:= t: l'cquadon de la courbe pourra 
être mise sons celte forme 

(î) A-hBï + *(C + D(+E(')+...= o. 

Je représenterai , pour abréger, le premier membre de 
cette équation parF (x. t) ^ et je désignerai para le coeffi- 
cient angulaire de la tangente au point pris pour origine , 
de sorte que l'on aura 

A + Ba = o. 

2. Supposons d'abord que le coefficient B ne soit pas 
nul. Si l'on fait t = a dans F [x, t) , la partie indépen- 
dante de X sera annulée. Il pourra se faire que les multi- 
plicateuis de plusieurs puissances consécutives de x soient 
aussi rendus nuls, mais ils ne seront pas tous zéro-, car, 
si cela était , le polynôme xF (x, t) admettrait le facteur 
linéaire y r-ox. Soitx" la plus faible puissance de x 
dont le coefficient n'est pas nul quand on fuit t = a; et 
soit H la valeur que prend alors ce coeHîcient. Pour t=a, 
en prenant x suffisamment petit, le polynôme F (x, t) 
aura le signe de Hx". Si l'on fait t = a + a, a. éunt une 
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quantité qu'on pourra prendre aussi petite qu'on le vou- 
dra, la quantité A+ Bt deviendra Ba, et le signe de 
F(jr, t), quand on prendra j: suffisamment petit, sera 
celui de 6a. Or ou peut disposer du signe de a de ma- 
nière que le signe de Ba soit contraire à celui de H^r", 
quel que soit d'ailleurs le signe de a:; et quafid le poly- 
nôme F (x, /) a des signes contraires pour ( = « et pour 
( = o-H«, l'équation F(x, t) ^ o, ou l'équation (i) est 
vérî6ée par une valeur réelle de t comprise entre a et 
a + a. Il suit de là que , dans le cas que nous examinons, 
la courbe a des points dans le voisinage de l'origine, du 
côté des X positifs et du côté des x négatifs. 

'■i. Si l'exposant n est impair, on fera prendre des 
signes contraires aux deux termes Hx" et Ba en prenant 
pour a des signes diltérents, suivant que x sera positif ou 
négatif; ce qui prouve que la courbe existera à droite et 
à gauche de l'origine, du même côté de sa tangente. 

Si, au contraire, l'exposant n est pair, la quantité a 
devra garder un signe invariable pour que le sigue de B« 
Eoil contraire à celui de Hx", quand on supposera succes- 
sivement X positif et X négatif. Dans ce cas, la courbe 
passe à l'origine d'un côté à l'autre de sa tangente , et elle 
a par conséquent un point d'inllexion. 

i. La courbe n'a pas plusieurs branches qui passent à 
l'origine; car la dérivée par rapport à t de l'équation (i) 
est 

(a) B-t-a:(D + 2E/) + ..., 

Elle est dtlTérenle de zéro pour toutes les valeurs suffi- 
samment petites de x-, par conséquent, pour de telles va- 
leurs, l'équation {i) ne peut pas êlrs vérifiée par deux 
valeurs réelles de ( (*)". 

(•) Cette doi 
bnnclM uugente 
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o. L'exposant RÎudique l'ordre du contact de la courbe 
avec sa tangente ; car, poar t = aoay =^ ax, l'équation 
xV {x, f ) a n + I racines nulles ;d' on il suit que la droite 
y:=ax rencontre la courbe en n-hi points réunis en un 
seul. 

6. Les mêmes conclusions subsistent en supposant 
6 = 0, si A n'est pas nul , puisqu'on peut changer dans 
les raisonnements x en jr ety ea x. 

7. Examinons maintenant le cas où Ton a à la fois 
A = o, Tt ^ o. Le coefTicient angulaire de la tangente dé- 
pend alors d'une équation d'un degré supérieur au pre- 
mier. Soit y {() ^ o cette équation; de sorte que l'équa- 
tion (i) sera 

Soit a une des racines réelles de l'équation ^ (f ) = o (•) , 
et faisons encore dans le polynôme ¥{x,t), t=a et 
t^a-i-tx. Soit Hx^ le terme de plus faible puissance de 
xdans le résultat qu'on obtient pour t.^=a:, soit h la 
valeur de la première dérivée de tf i^t) qui n'est pas ren- 
due nulle par ( = a. Si /' est l'ordre de cette dérif ée , lors- 
qu'on fera t = a-i- X, le polynôme <f{t) aura, pour de 
très-petites valeurs de et , le signe de À x'. et le polynôme 
F(x, t), en donnant à a: des valeurs suffisamment petites, 
aura le signe de ka'x''. 

le mâme ïlgao, x étant très-petit, il ftut que i ne croiiwe pu de manière 
k devenir in6ni pour x = o. Mii> i'équatiun de la courbe peol Cire miw 
•OUI cette antre Torme , 

B + \' + j{E-i-D- +C~\ + ...=o. 
S'il eiiile doa branche» tangentes > l'axe dea Xi H fau^n que, pour dm 
laleura safliuminenl petites do^, on ait des valeurs très-petite* de -; 

or, B n'étant pas nul , l'cquaUon ci-dessiia ne peut élre vérifiée pur de 
tellea valeur*. 
(') Si 7 (()=!> n'a pas de raclnaa réelles, le point est iMle. 
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Les deux termea Hr^etAa'x''' auroal le même signe 
ou des signes contraires en même temps que ceux-ci 
Hx^^'' Ktkx'. Or, si l'exposant r est impair, il en sera des 
signes de ces deux termes , lorsqu'on supposera successi- 
Tement :c et a positifs et négatifs , comme dans le cas que 
nous avons considéré plus haut. Donc la courbe aura en- 
core une branche tangente à la droite y = ax, qui s'éten- 
dra de part et d'autre de l'origine , et qui sera située d'un 
seul coté de la iangent« , ou qui passera d'un c6té à l'autre 
de cette droite, suivant que l'exposant ç — /» sera un 
nombre impair ou un nombre pair. 

Si la courbe a plusieurs braticbes tangentes à l'origine 
à la droite y ^ ax, il y en a un nombre impair d'un côté 
et de l'autre de l'axe des y et d'un même côté de la tan- 
gente, lorsque l'exposant 1/ — p est impair; et il n'y en 
a aucune , ou il y en a un nombre pair de part et d'autre 
de l'axe des y, et de l'autre côté de la tangente. Lorsque 
l'exposant g — p est pair, les branches de la coiu-be sont 
en nombre impair dans l'un des angles de la tangente avec 
l'axe desy et dans son opposé; et il n'y en a aucune ou il 
y en a un nombre pair dans chacun des deux autres angles 
opposés. 

Quandl'exposautr est pair et l'exposant 9 — p impair, 
les deux termes \lx^~'' et Sa' ont des signes contraires 
pour un signe invariable de X, et des valeurs positives ou 
n^ativcs de a ; ce qui prouve que la courbe a deux bran- 
ches tangentes à la même droite y ^ ax, d'un côté et de 
l'autre de cette droite , et situées toutes deux du côté des x 
positives, ou du côté des x négatives; de sorte qu'elles 
forment un rebroussement de première espèce. Si la 
courbe a un plus grand nombre de branches tangentes à 
ladroitcy^ax, il y en a un nombre impair au-dessus et 
au-Kiessous de ta tangente d'un côté de l'axe desy, et il n'y 
en a aucune ou il y eu a un nombre pair au-dessus cl 
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au-d<S90U3 delà tangente, de l'autre côté de Taxe des y. 

Quand les deux exposants rei </ — p sont pairs, les 
signes des termes Hx*'^ et ke^ sont invariables. Dans ce 
cas , si les coefficients H et A ont le même signe , l'origine 
peut être un point isolé; et s'il 7 a des branches de la 
courbe qui passent par ce point, elles ne peuvent être 
qu'en nombre pair dans cbacun des quatre angles foranés 
par la tangente et l'axe des j. Si les coefficients Het /c ont 
des signes contraires, il y a dans cbacun de ces quatre 
angles un nombre Impair de branches de la courbe. 

Dans tous les cas , le nombre total des branches de la 
courbe dans les quatt-e angles formés par la tangente et 
l'axe des j^ est pair. Celles qui sont en même nombre dans 
deux angles opposés, ou dans deux angles adjacents d'un 
même côté de la tangente, sont les continuations les unes 
des autres et ne peuvent offrir que des points d'inflexion. 
Celles qui ne se continuent pas les unes les antres sont en 
nombre pair et forment des rebroussemenls. Il ne peut y 
avoir ni points d'arrêt, ni poiuts anguleux. 

8. Lenombredesbrancbes tangentes à la droite r=ax, 
d'un même côté de l'axe des^, ne peut excéder le degré 
de multiplicité r de la racine a de l'équation if (t) ^ o; 
caria dérivée de l'ordre r de (p(t) ayant, pour t^a, 
une valeur k différente de zéro, la dérivée du même 
ordre, par rapport à ï de l'équation (3), quand ou y fait 
t = a el t^a±a, garde constamment le môme signe , 
et ne peut devenir nulle , pour des valeurs suffisamment 
petites de X et de a. Donc, suivant le théorème de Rolle, 
l'équation (3 ) ne peut être vérifiée par plus de r valeurs 
réelles de t comprises entre a et a =b a , en prenant la 
valeur de x suftisammont petite. 
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PAm MM. LES ABBÉS JULLIEN et CLAUDE, 
Profeweara ta aëminalre da Vah, 



1. Définition, âi, (i|,(ia, ai étant quatre points se 
succédant dans cet ordre sur une droîle, le rapport s^- 



meataire ' '' ' ' est nommé rapport anharmonique. 

2. Lemme. Un faisceau ptan de quatre droites étant 
coupé par deux transversales , le rapport anbarmonique 
formé sur l'ime des transversales est égal au rapport an- 
Wmonique formé nir la seconde transversale. 

3. Lemme. ni, a^, a,, ai étant quatre points se succé- 
dant dans cet ordre , stir une droite , et de même i, , A, , 
^1 , &i , quatre points sur une autre droite, on suppose que 
les deux rapports anharmoniques sont égaux. Si les trois 
droites a|i(, «^i^i, at^t passent par im même point^la 
quatrième droite a^bi passera aussi par ce point. . 

4 Problème, a,, a,, a^ étant trois points placés sut- 
une droite; b„ A,, b, étant trois autres points situés sw 
une autre droite; on propose de placer ces deux droites 
de manière que les trois droites a,b,, ath^ya^b^ passent 
par le même point. 

Solution. Par un point quelconque O, menons les 
trois droites Oa,^ Oa*, Oa,^ sur&,&t décrivons un seg- 
ment capabledel'angle i3,Oai, et sur /',&>, un second 
segment capable de l'angieaiOaji soit O' l'intersection 
dts deux arcs. On pourra placer cette seconde figure 
Mirlapremièi-<',dans deux pnsit ions dilVért.-nrcs qui résol- 
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vent le problème, lequel esi susceptible d'une infinité de 
solutions. 

5. pKOBLÈME. Quatre points ai, a,, a», ai sont sur 
une ligne droite, de même que les quatre points 6,, b^, 
A», A,; on propose de placer les deux droites de telle 
sorte que les quatre droites qui réunissent les points de 
même indice passent pur le même point. 

Solution. Si les rapports anharmoniques fournis par 
les deux droites ne sont pas égaux, le problème est im- 
possible; s'ils sont égaux, on place les droites dans une 
position telle, que les droites a, A,, a^ht^a^bj se coupent 
en un point (problème 4)- Alors, la droite a^bi passe 
aussi par ce point (lemmc 3). 

6. Question 323. « points a,, a,, n,,..., a„ sont 
placés s'ir une droite; n autres points 6i, J„ — , A„ 
sont placés sur une autre droite ; dans quel cas poiirra- 
t-on mettre les deux droites dans une telle position , que 
les lignes de jonction fli ii , a» &i , . ■ ■ , a„ é„ convergent 
vers le même point ? 

Solution. Pour que le problème soJt possible, il faut 
que quatre points successifs de la ligne des a donnent le 
même rapport anbarmonique que les quatre points cor- 
respondants de la ligue des b (lemme a). Cette condition 
étant remplie, ou place le^ droites de telle sorte, que les 
droites de jonction de trois points consécutifs de la ligne 
des a aux points correspondants' de la ligne des b, conver- 
gent vers le même point (problème 4)', les autres lignes 
de jonction convergeront aussi vers ce point (tcmme 3), 
Le problème admet donc une infinité de solutions. 
Obseniaiion. Lorsqu'un segment quelconque de la 
droite des a divisé par le segment correspondant de la 
droite des b, donne constamment le même quotient, les 
droites de jonction sont parallèles et le centre de conver- 
gence est à l'infini. 
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ytutrement. Supposons le problème résolu. Soit Ole 
ceatre de convergence; menons par O une parallèle à la 
droite des b rcncoutrant la droite des a en A, et par le 
même point O une parallèle à la droite des a, rencon- 
trant ladroîte des & en B. Le produit AflpX Bip 1 oùp dé- 
signe un indicequclconque, est constant (voir page i4€); 
A a pour correspondant un point situé à l'infini sur la 
ligne des h, et B a pour correspondant un point situé à 
l'intiiii sur la ligne des a. Sans mettre les droites dans une 
position perspective, prenons sur la droite des a un point 
quelconque A , et déterminons sur la droite des b un point B 
tel, que l'on ait 

Aa,. Bfr, — An,.B£,i 
ce qui est possible, puisqu'on a encore l'équation du pre- 
mier degré 

BA,— B6, = *,6,. 
On devra avoir 

Aap.Btp=Ao,.BA,, 

quel que soit p, sans cela le problème est impossible. 
Étant donc donné un point o, sur la ligne des ti, on 
pourra tracer, à l'aide des points A et B, le point corres- 
pondant b„ sans avoir besoin de mettre les droites dans 
une position perspective; si ensuite on place a, sur B^, 
les droites seront dans une position perspective. 

Si Artf^Bi, et si l'on pose J, sur «, et B sur A, les 
points a,, Al,. . ., a„, £,, ^i,. . ., £„ sont alors dits être 
en involution , et le point A prend le nom de centre H'in- 
volutioii. 

Observation. I-es segments, Aa^ et Bip peuvent être 
considérés comme des coordonnées d'ime hyperbole rap- 
portée à ses asymptotes. Ce genre de problèmes perspectifs 
se ramène à des problèmes sur cette courbe considérée 
relativement à ses asymptotes (*). 

('] C'est auui U thcoric iva paints riciinefofi ; nom iréa-eiprvssil'. 
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SUR IK ARTICLE ADBITIONNEI AV PROGRUfflE S'EXAIEN 
• ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECBHIIQIJB, VU 185». 



Un jeuue homme consacre les plus belles années de sa 
jeunesse à faire des études pénibles, qui le plus souvent 
lui déplaisent, afin d'acquérir un état. Dans la même 
intention, les parants dépensent quelquefois des sommes 
si considérables, que, s^ils avaient placé ces sommes à 
foHfls pcrrlus, ils auraient souvent assuré, n leur enfant, 
un sort plus doux que celui qui l'attend. Arrive le jour 
fatal. Alors un juge, armé d'un pouvoir discrétionnaire, 
après un interrogatoire de soixante à quatre-vingt-dix mi- 
nutes, peut anéantir d'un seul trait de plume, au moyen 
d'un chiffre nommé coefficient, le fruit de tant d'aonécs 
de travail , de tant de pénibles saciifices. On a cherché un 
remède à cette redoutable omnipotence en établissant deux 
juges, formant deux tribunaux distincts, entrt^ les décisions 
desquels il faut choisir; mais, quand il y a dissentimeni, 
comment choisir? car, selon le degré d'instruction , de 
perspicacité, d'expérience pédagogique qui ne s'improvise 
pas, le juge lui-mi^me aurait besoin d'être coeffictenté, pour 
pouvoir tarifer son jugement. D'ailleurs, souvent l'exa- 
minateur du matin , dispos, alTahlc, bienveillant, de bon 
accueil , n'est pas le même homme que l'examinateur du 
soir, fatigué , ennuyé , impatienté et de mauvaise humeur. 
Tout cela rend la méthode des coefficients^ telle qu'on 
l'applique aux examens pour l'Kcole Polytechnique, très- 
chanceuse. I.e mode adopté pour l'Ecole de Saînt-Cyr est 
plus rationnel. Un premier jury d'épuration, servant pour 
ainsi dire de crible , facili te beaucoup le travail du second 
}ur\- d'admission. Ce mode a encore été amélioré pour 
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rtx-olt: Normale, Tous k-s candidats reconnus admissïbk'S 
par le premier jury se rendent à Paris, où siège le second 
jury. Ce mode serait très-praticable pour l'Ecole Polytech- 
nique ('*'), et ne laisserait rien à désirer, surtout si t'oa ne 
s'en tient pas seulement au résultat actuel de l'examen, et 
si l'on s'enquiert des précédents du candidat; car on 
peut avoir montré de l'esprit à telle heure et être médiocre 
le reste de la journée. Il faudrait prescrire de consulter 
les noces scolaires de l'élève et y attacher une haute im- 
portance. Une telle prescription, si elle était connue, im- 
primerait aux études une impulsion continue. Tel serait 
le moyen de diminuer, d'atténuer les chances d'erreurs et 
d'injustices involontaires, qui subsisteront toujours , quoi 
qu'on fasse, vu la caducité de l'esprit humain. Qu'a-t-on 
fait? Uq article additionnel ainsi conçu : a Les matières 
« des épreuves orales seront partagées entre les deux exa- 
» miiiateurs de la manière suivante : L'un des examens 
Il portera exclusivement sur rarithméliquc et l'algèbre, 
» Cl l'application de l'algèbre à la géométrie; l'autre sur 
» la géométrie , la trigonométrif , la géométrie descriptive 
i> et la statique. 11 y aura un intervalle obligatoire de 
H quatre jours entre les deux examens d'un même can- 
11 didat. » (^Moniteur d\i 1 5 février i85o, page 1206, 3'' co- 
lonne.) En d'autres termes, il y ^u''^ uo examiosteur 
pourlesmathéinaLiques élémentaires, faciles, et un autre 
pour les mathématiques supérieures, difficiles. Ainsi, au 
lieu d'avoir deux juges dilfércnts pour la même cause, 
vous aurez, deux juges diOerents pour deux causes diilë- 
rentes, et ces causes ne peuvent avoir la même valeur coej- 
ficieatelléj car, à tout prendre , il est plus facile de savoir 

(') Lca Tnia de loitje, selon la position <lea ramillei, pourraient £tre 
cIhvs parmi le* dépenMa d^p>rtein«nla1rs. 



by Google 



( ^-" ) 

les choses faciles que les choses difficiles. LonquVne 
cause sera déclarée bonne et l'autre mauvaise, comment 
opterez-vous? Aux incertitudes signalées, on en a ajouté 
une nouvelle , et cela s'appelle perfectionnement. C'est 
ainsi qu'on a perfeciionné le programme, en rayant la 
théorie ta plus imporunte , celle de l'élimination , et cela 
au moment où celte opération est devenue, par la mé- 
thode Sylvester, d'une extrême facilité. Si ce sont U 
dfs perfectionnements, qu'on dise comment on s'y' pren- 
drait pour f^é/'er/ècttonnf l'Ecole? On va nommer une 
Commission pour en améliorer les études^ elle sera, 
selon l'usage, composée d'hommes d'un mérite pratique 
qui ont fini leurs éludes, c'est-à-dire qui n'étudient plus- 
Hélas ! 

Huet, le célèbre évëquc d'Âvranchcs, appartient au 
siècle où les savants, parlant très-peu des travailleurs, 
travaillaient beaucoup. Enfermé dans son cabinet, lors- 
qu'on venait pour affaires , ses gens répondaient souvent : 
Monseigneur étudie. Ce qui fit dire aux diocésains : 
Quand nous donnera-t-on un évéque qui ait fini ses 
éludes? JVous dirons: Quand nous donnera-t-on taie 
Commission d'études qui n'ait pas fini ses études.^ 

P. S. La Commission est nommée {^Moniteur, ii juil- 
let); l'ufj/iïe y domine, les sommités mathématiques sont 
exclue;: mais, par contre, on a admis un professeur qui 
a imprimé que la Mécanique analytique a retardé te dé- 
veloppement de la science des machines que les analysta 
Léonard et Daniel ont créée. Bientôt ils vous diront que la 
{iéométrie analytique a nui aux progrès de la Géodésie, 
el que la Mécanique céleste a arrêté l'essor de V^stro- 
nomie. Félicitons-nous donc de n'avoir plus ni Descartes, 
ni Lagrange, ni Laplace-, individus qui enrayent l'esprit 
humain , mais qui sont heureusement d'une excessive 
rareté. Confier désormais à une population de savants 
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utiies, la gloire intellectuelle de la Fraoce ne connaîtra 
plus d'infranchissables limites {*). 



GtRBSSNNMNCE. 

\ . On nous a adressé un moyen élémentaire de déter- 
miner le centre de gravité d'un arc de cercle. Quoique 
ce moyen soit très-bon, nous ne l'insérons pas pour deux 
raisons. La première est qu'on peut trouver ce centre 
très-élémentairement et immédiatement par le théorème 
de Guldin ; tbéorèmedont Legendre fait un usage implicite 
dans la recherche de l'aire du cône tronqué. La seconde 
raison est qu'il faut ici naturellement faire emploi du 
calcul Jnt^ral , dont les éléments devraient faire partie de 
l'enseignement supérieur des collèges. C'est ce que voulait 
d Alembert il j a plus d'un siècle, et c'est ce que deman- 
dait Coriolis, mort directeur des études à l'Kcole Poly- 
technique, et néanmoins, chose singulière, s'occupantct 
s'enquérant des études- Cependant, rien n'y fera. On 
persistera indéfiniment, par un double tour de gobelet , à 
escamoter les dillérciiti elles à l'aide de la lettre grecque «, 
et à escamoter les intégrales au moyen de la même lettre , 
précédée du mot /ûni'le. 

% M. l'abbé Julli en donne une seconde solution de la 
question 19i (noiVpage 172); elle consiste à exprimer 
l'aire du polygone en fonction des coordonnées des som- 

, ') Od parle d'uni! nouvelle disposilion d'eiameo; n'ùtint pas dan> le 
Ifimllaii', je n« puia en admettre ni la légalité, ni roènie rBuIfaenticité. 
Lm auteurs de ccUe diaposlliSn eabreptice, si elle siUto, assumeraient 
■ur Miï une BTBie responsabilité, Pl ■nf'mr Ips riaminaleiirs, s'ils s'ï 
fiBnformaienl. 
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mets, et eusuileccs coordoiiitées eu fonction des données 
de la question. 

3. M. Loxhay(deBruxelles)doiineuue troisième solu- 
tion de la question âl9 (l'Otr page ao6)-, il coupe les deux 
tétraèdres par un plan , obtient un hexagone , et , à l'aide 
de rtexagramme de Pascal, il vérifie analytiquenient 
que l'hexagone est inscriptible dans une conique. On 
pourrait de même vérifier le théorème 220, à l'aide de 
l'hexagramme de Brianchon. Ces méthodes indirectes ne 
doivent être admises que provisoirement. 

Le même géomètre a adressé une solution de la ques- 
tion 217 j elle nediflêre pas essentiellement de celle qu'on 
Ht page ai5. 

i. M. l'abbé Lecointe (séminaire de Vais), M. Ploix 
(de Versailles) , et M. le professeur Vachette (Paris), ont 
résolu la question 2S6 par la théorie des sections angu- 
laires; solution donnée page 333. 

S. M. de Pistoris, capitaine d'artillerie, donne une 
seconde démonstration du théorème de M. Strebor sur 
les paraboles homofocales par les polaires réciproques. On 
prend pour conique directric" un cercle, ayant son centre 
au foyer commun des paraboles; les polaires réciproques 
de celles-ci seront aussi des cercles passant parle foyer 
commun. La démonstration s'achève facilement [voù- 
tome VIII, page 297); cette démonstration est accom- 
pagnée de ce théorème : Si l'on prend sur la ligne des 
centres de deux cercles deux points équidistants de 
l'axe radical, et qu'on les joigne à l'un des points 
d'intersection, les cordes totales interceptées par les 
eieux circonférences sont égales. 
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RAYON IB COlRBUItS VWi CONIIHJE; 
Pas h. Émiu faucon. 

Élève dn Ijcée Charlemigne (diiiaioD de M. Catalan). 

Théorème. On prolonge le rayon de courbure d'une 
conique, à Vextêrieur, £une longueur égale à ce rayon ; 
le cercle décru sur le prolongement comme diamètre 
coupe orthogonalement le lieu géométrique du sommet 
de l'angle droit circonscrit à la même conique. 

(S„.™.) 

On déduit, de ce théorème démontré par M. Edmood 
Ploix [page 5q), un moyen trè»-simple de déterminer le 
rayon de courbure d'une conique en un point donné sur 
cette conique. 

Jeconserve lesnotationsde M. Ploîx. Déplus, je désigne 
par R et S les points où la normale en A rencontre le 
cercle de rayon \a* -t- i', M étant l'extrémité du prolon- 
gement du rayon de courbure en A; et je dis que les 
quatre points K, A, S, M sont quatre points harmo- 
aiguës. 

En effet , 

RO.SO — GÔ', 



RO.SO = AO. 
Le point M , éUnl le conjugué harmonique de A par rap- 
porta R et S, se déterminera facilement; par suite, on 
connaîtra AM. 

An». 4e MmAênuii.. t. IX. (laillst iSSo.) '8 
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811 LK nmm w nornalbs a vnb UfiNs plane et 

A VNS SURFACE ALGÉBRIHUR ; 

D'APiis M EÉv. GnoROB SALMON. 

( 7ht Cambridgt and Dublin methematical lountali ftmer iS48 , p. 46. } 

1. THÉottÉME. Par an point donné, on peut mener 
an plus n* normales à une courhe algébrique de degré n 
et au plus n* — n^-i-n normales à une surface algé- 
brit]ue de degré n. 

Démonstration. Lignes. Supposons que le point soit 
situé à l'infini ; pour une direction donnée, te faisceHu sera 
formé de n' — n normales, autant qu'il y a de tangentes 
parallèles : de plus, la courbe a , généralement parlant, n 
asymptotes, dont les normales correspondantes sont si- 
tuées à l'infini, et par conséquent aussi leurs points d'in- 
tersection ^ le nombre des normales partant d'un point 
placé à l'infini est donc n' — n -+- n ^ n*. Mais ce nom- 
bre doit rester le même , quel que soit le centre du fais* 
cean; donc, etc. 

Surfaces, Soit encore le point situé h l'infini. Le fais- 
ceau aura d'abord R(n — il'normales, autant qu'il y a dp 
plans tangents parallèles; ensuite tous les points à l'in- 
fini peuvent être considérés comme formés par l'intersec- 
tion d'un plan à l'infini avec la surface; les normales ii 
cette sectidn sont aussi normales à la surface; le nombre 
des normales à cette surface plane , menée par un point , 
est n'; donc le nombre total des normales est 

Observation, Ces nombres sont des limites. Lorsque la 
courbe a des points multiples , dos points d'inflexion, ou 
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bien lorsque la courbe est parabolique, le tiombru des 
Ungentes parallèles à une direction donnée est diminué, 
de même que le nomLrc des normales parallèles. 11 en 
est de même lorsque le centre du faisceau est un point 
singulier de la courbe. 

Observation. On trouve une démonstration analytique 
de ce même théorème dans le Journal de M. LiouviUc 
(tome IV, page 176, i839);la démonstration actuelle est 
une bonne vérificatioa. L'cAt-on adoptée avec con6ance de 
prime abord? Le passage de l'inâni au 6aî présente beau- 
coup moins de certitude (pie le passage dans la direction 
opposée. 

3. Soient F (x, jr) ^= o, l'équation de la courbe de de- 
gré n ; P et Q les dérivées du premier membre par rapport 
à j; et par rapport ày; P,, Q, les valeurs de P et de Q 
pour UD point (x,,r, ) de la courbe. Prenant l'origine 
pour centre d'un faisceau normal, l'équation de cette 
normale est 

^P,-:rQ.=:Oi 
Pi, Qi se rapportent au point où ta normale coupe la 
courbe, et on a les deux équations simultanées 

[a) F(x„j',l = o, j-.P.-x.Q.^o, 

qui ont n' solutions communes. On a donc n* systèmes 

d'équation 

/P, — xQr = o, 

rayant lottt«s les valeurs de 1 an'. Le produit de ces équa- 
tions présente le système du faisceau normal ; dans ce cas, 
les fonctions P^, Q, disparaissent, car ce sont des fonc- 
tions symétriques des valeurs communes au système d'é- 
quations (a) ; ce produit est donc une fonction entière de 
degré n'. Soit L ce prodnit; L =: o représente une ligne 
de l'ordre n* qui coupe la courbe en n' points. Or n* de 
ces points où les normales rencontrent rectangulaire- 
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meiit, sont sur une ligne d'ordre it; il setisuil que les 
ri* — »* autres points où les normales coupent oblique- 
ment sont sur une ligne d'ordre rt* — n. 



fllR811«N I m M. STRSIM 



Pa» m. J. LEFÈVKE (de Sousons), 
Élèïc de M. Wiwlel. 



PnoBLÈHB. Soient\, Y , deux points pris siir les pro- 
longements des axes d'une ellipse dont le centre est 0. 
tels que , si P fit Q sont respectivement les points de con- 
tact des tangentes menées parli. et Y, les angles OXP, 
OYQ soient égaux. Trouver la courbe, lieu du point 
dont OX , Oï sont les coordonnées. 

Solution. Prenons pour axes des coordonnées le» axes 
de l'ellipse; faisons OX ^ x, OY^jr, et appelons x', 
y\ *") J*") 1^ coordonnées des points de contact P et Q. 
Puisque les points P et Q sont sur l'ellipse, nous auront 
tes deux équations 

(î) a'f-i-b'x"'=a'l>'. 

Mais la longueur OX est l'abscisse dti point où la tan- 
gente PX rencontre l'axe des or, de mëmeOYest l'oHonnéc 
du point où la tangente QY coupe l'axe des)'; donc 

(3) •»=?;, 

(4) . r=f 

D'ailleurs, puisque les angles OXP, OYQ doivent èirf 



i 
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FJiminant x',y', x" ,y'' entre les cinq équations, on 
trouve 

«'j;' — i'j' =; a' — è'. 

Ainsi le lieu chercKé est une hyperbole, qui se réduit à 
deux droites, lorsque l'ellipse devient un cercle, LorsqueP 
est à l'extrémité d'un axe , Q est à l'extrémité de l'autre 
axe, et OX, OY sont infinis. On peut doue prévoir à 
priori que le lieu cherché est une courbe infinie. 

P el Q se confondent à l'extrémité du diamètre de l'el- 
lipse donnée par l'équation 



et dans l'hyperbole de ci-dessus, on a alors 

Observation. Si l'on remplace -f- J' par — i', la co- 
nique donnée devient une hyperbole et le lieu cliet*elié 
une ellipse donnée par l'équation 

ellipse réelle si a > i, et imaginaire si a < i ; pour a = h, 
l'ellipse se réduit à un point. 

Observation. M. l'abbé Manganolti (séminaire df 
Vais) résout le même problème et ajoute que, si l'on 
donne une parabole , et qu'au lieu détaxes OX, OY, on 
eonsidère l'axe de la parabole et la tangente menée au 
sommet, on trouve, pour l'équation du lien , 



= -(?)■• 



hyperbole cubique. 
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BBUX IHÉeR^ES SUR LES AIRES DU TRUNGLI &BGT[U6IK 
ET SPBÉRIQtlE. 

1. Soient a,b , c les côtés ^ A , B, C les angles; p le 
demi-périmètre; S l'aire d'un triangle , soit rcctilîgne, 
soit spbériqae : dans ce dernier cas, S désigne l'excès 
sphérique. 

2. i" Théorème. 

p' tang - A tang - B tang ~ C ^ S. 

3' TBÉOnÈME. 

sin'/f tang -A tang - B tang — C ^ 3 sin-cos-aco»— Acos-e, 

Observation. Ces deux théorèmes étant très-faciles à 
établir de diverses manières , on n'en iiisérera pas les 
démonstrations j mais on demande comment on passe du 
second théorème au premier, que j'ai trouvé dans tui 
prc^ramme de l'Université de DuUin. 



NOTE SUR LE THÉORSNI DE M. STIUM; 



Un lemme de ce théorème a pour énoncé : 

Si a est une racine dcf[x) = o,f[x) etj' (x) offrent 

ine variation pourx = a — h et une permanence pour 

V— a + k. 
En modiljant légèrement la démonstration ordinaire, 
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OD la rend applicable au cas où a est une racine mul- 
tiple. 

EAectivement 

/(«_aA)_/(fl-A)=-A/'{a-A)H-4^/-(a-A).... 
/(«-H2A)-/(« + A)= */'(« + A) -H^/*(a + A).... 

Or,y(a) étant oui, OD peut dotiuer à ih une valeur 
assez petite pour quey(x) varie en grandeur dans un 
même sens dex=ii — aAà x = ij, comme de :t =: a à 
x= a-f- aA. 

Les signes des premiers membres sont donc ceux de 
f[a — a A) cty(a-l-aA), tit, par suite, ceux de/" (a — A) 
«_/"(« +/i). Dailleursles signes des seconds membres sont 
ceux de —/'{a — A) et/' (a-h A); donc/{a — A) et 
f'{a — A) sontde signes contraires, ct^(a-t- A) ety"'(fl -t- A) 
sont de même signe, que a soit une racine simple ou mul- 
tiple. 



Corollaire. Il en s 



.•4î).,-^W., 



désignant un polynôme qui ne s'évanouit, ni pour 
x=:a_ A, ni pour x = a-J-A, puisqu'on ne fera ainsi 
que multiplier en même temps /1(x) e\.f(x) par un 
nombre positif ou négatif. 



SEcemiB seumeit be u QURSTmi iss 

Pàh m. SALLi delacodre, 

Élève 'institntioDMage). 

Quelle relation doit-il exister entre les côtés d'un 
triangle isocèle et la base pour que la bissectrice de r angle 
h la base ait un rapport donné avec le côté du triangle i' 
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Soient ABC un triangle isocèle, BD la bissectrice de 
l'angle à la base. Faisons, 

AB = AC = ô, BC = fl , BD = e, 

il doit exister entre la bissectrice et le c6té b un rapport 

donné m. Je pose - =m, 



Quand on mène la bissectrice d'un triangle, on sait 
(Blanchet, livre II) que le produit des c6tés qui com- 
prennent l'angle eet égal au produit des segmenta déter- 
minés par la bissectrice sur le côté opposé, augmenté du 
carré de la bissectrice ; donc on aura 

ab = c'+ hl. 

Or, d'après une seconde propriété de la bissectrice , 

(■) ^=^ 



galité ci-dessus les valeurs des segments A, /, et remar- 
quant que c =: bm , on aura 

a[a^+ïab) = bm'[a-\-b)\ 
relation cherchée. 
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PROPHintS DES ASYMPTOTES K L'HYPIUOLE; 

Pak h. SalU DELACODAE, 

tlite ( institution Ma^ ) . 



1°. Si, du foyer, on abaisse unv* perpendiculaire sur 
l'asjrmptote , cette perpendiculaire rencontre la directrici' 
au même point que l'asymptote. 

ià". La partie de la parallèle à une asymptote menée par 
mi point de la courbe et terminée a la directrice , est égal<- 
au rayon focal qui passe par ce point. 

3°. Si , d'un point extérieur, on mènedeux tangentes 
et qu'on les prolonge jusqu'à la rencontre d'une asymp- 
tote, de même si l'on prolonge la corde de contact jusqu'à 
la rencontre de la même asymptote , le point d'intersection 
de la corde de contact avec l'asymptote est au milieu des 
deux précédents points de rencontre. 

Observation. La projection perspective donne un théo- 
rème général. 

4"- Si, sur une cordede l'hyperbole comme diagonale, 
on construit im parallélogramme dont les côtés soient pa- 
rallèles aux asymptotes, l'autre diagonale passe par le 
centre. • 

Noie. On n'admettra que des solutions géométrique.* 
et sans figures; de préférence celles qui sont déduites de 
théorèmes généraux connus. 
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fiRAW G0NC61IRS Dl 1850 



QUESnONS PROPOSEES. 

Mathématùjues sujiérieures . 

Etant donnés deux axes fixes ox, oj\ autour d'un 
point fixe P , pris dans le plan de ces axes , on fait tourner 
iiD angle aVb de grandeur donntîe et constante (a mar- 
quant le point où l'un des càtés de l'angle va couper 
l'axe ox, et A le point où l'autre côté va couper l'autre 
axsoy). 

Ou demande de prouver qu'il existe sur l'axe ox un 
point fixe A et sur l'axe oy un point fixe B , tels que le 
produit du sèment Aa par Mb reste constant pour 
toutes les positions de l'angle. 

Oo examinera le cas particulier où les axes ox et oy 
coïncident. 

Mathématiques, élémentaires. 

\" Question. Par le point P de deux circonférences 
qui se coupent, on mène deux droites rectangulaires qui 
rencontrent la ligne des centres en a et a', et les deux 
circonférences en b, c et b', c'. 11 s'agit de démontrer 
qu'on a toujours la relation 



a' Question. Etant donnés deux points fixes A et B et 
deux lignes de longueurs constantes X et (j.^ on prend sur 
la direction de AU un point quelconque M (gu'on rrgardr 
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S le centre d'un cercle décrit d'un rayon K, déter- 
miné par la relation 

R.AB=:l.AM4-ft.BM. 

On demande de prouver que les différents cercles , ainsi 
décrits pour les différents points M de la droite AB, sont 
tous tangents à deux mêmes droites fixes. 

Note. La question supérieure, se ramenant à des lieux 
géométriques, très-connus, est trop facile. La consîdéra- 
Uon de l'infini donne immédiatement les points fixes cher- 
chés; toujours de la géométrie plane, toujours au rez- 
de-chaussée! 

Les questions élémentaires sont bien choisies, surtout 
la seconde. 

\ous n'insérerons que des solutions données par des 
élèves-, de préférence celles qui s'appuient sur des théo- 
rèmes généraux et dont la rédaction soit assez claire poui' 
qu'on puisse se passer de figures. 



PROPRIÉTÉS GÉNÉKALES DES COURBES ALGÉBRIQUES PLANES. 

1 . Deux courbes algébriques planes se coupent en un 
nombre de points ^al au produit des deux nombres ih- 
diquant les degrés des courbes. 

Observation. Dans tout ce qui suit , on suppose une 
courbe de d^ré n . 

2. Jliéorème segmentaire de Newton. Par un point O 
pris dans le plan de la courbe, on mène deux transver- 
sales de directions données. Chaque transversale forme n 
segments à compter du point O. Le produit des segments 
formés par la transversale de la première direction, di- 
visé par le produit de la transversale de la seconde direc- 
tion, donne un quotient constant quel quo soit le point O. 
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Démonstration, voir tome 111, pages 4i6 et 5iu. 

3. Théorème segmentaire de Cariwt. Soit un poly- 
gone de p cAtés tracé dans le plan de la courbe; soient 
Ai , Aj , A) , . . , A, les sommets consécutifs du polygone. 
Considérant At, At , A| , . . . , A^ successivement commi- 
des points fixes , les sécantes AfA,, A,Â],. • -, Ap_,A^ 
formeront chacune n segments et en tout pn segments: 
relativement aux points fixes A, , Ap, A^_, ,. ... Ai et ans 
sécantes AiAp, âpAp_,, A,_i Ap_, ,. . ., A, A,, on aura 
mn autres s^ments ; le produit des mn premiers seg- 
ments est égal au produit des mn seconds segments. 

Démonstration, voir tome IV, page Saô. 

4. Théorème segmentaire général. Parlepoint Opris 
dans le plan de la courbe et non sur la courbe , on mèni' 
une transversale formant en O des segments en nom- 
bre n. Soit F,~|-F._,-t^,...-hF,+Fo=o Téqualion *■ 
la courbe; F, désigne une fonction homogène entière du 
degré r, entre les coordonnées de ta courbe-, soient s, la 
combinaison des n segments pris rikr;Ç^ un point pris sur 
la transversale et déterminé de manière qu'en faisant 
OQ =: q, on ait la relation 

où a„ , a„^i, ...,«( sont des constantes données et où m 
ne surpasse pas n ; le lieu géométrique du point q est 
donné par l'équation 

a-F, _ a,^, F«_, + a«_,F«_,-t- , . . -H a, (— 0" F. = »■ 

Démonstration. La même que pour les surfaces ci ser.i 
donnée plus loin. 

5. Théorème segmentaire général. Mêmes donnée^ 
que dans le théorème précédent; mais la relation si^- 
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icDtaire est cellf-ci : 

«._.J--(»-« + i) 
(„-„, + , )|„-„-l-a| 






Le lieu du point Q est représenté par l'équation 

F. + (» - m + 1 ) F. ., + '-î^^i^±îiiî=îii-i' F.. 



CofoUaire. Les diamètres de Newton et la collinés- 
lîon des centres harmoniques de Cotes et Mac-Laurin. 

Démonstration. La même que pour les surfaces et sera 
donnée plus loin. 

6. Premier théorème de Ne^vton sur les asymptotes. 
Les n asymptotes coupent la corde en 7t (n — 3) points 
sitaés sur une ligne de degré n — a. 

Démonstration, voir tome VU, pages 385 et 433. 

7. Second théorème de Newton sur les a^mptotes. 
Les n asymptotes rencontrent une transversale en n points 
dont le centre de moyenne distance est le même que le 
centre de moyenne distance des n points d'intersection de 
la courbe avec la transversale (voir ièid.). 

8. Théorème segmentaire de Mac-Laurin sur les tan- 
gentes. Par un point O menons deux transversales; par 
les 71 points d'intersection de la première transversale, 
menons n tangentes qui rencontrent en n points la seconde 
transversale; le centre des moyennes harmoniques de ces 
n points de rencontre pris par rapport au point O, est le 
même que te centre des moyennes harmoniques des n 
points d^intersection de la seconde transversale avec la 
courbe , et pris aussi par rapport au point O. 

Démonstration. Il suffit d'appliquer la méthode per- 
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speclive au théorème ppécédeot; nom verrons d'ailleurs 
que ce ihéorème est l'éooncti géométrique d'un théorème 
analytique d'Enler généralisé par M. Jacobi. 

Observation, Lorsque la seconde transversale ne ren- 
contre pas la courbe, le théorème subsiste encore; le 
centre des moyennes harmoniques des n points d'inter- 
section des n tangentes avec la seconde transversale est 
donné par l'intersection de cette transversale avec la 
droite des centres harmoniques. 

9. Théorème de M. Poncelet sur le fiùsceau tan- 
gentiei. Un faisceau de tangentes partant d'un point 
touche la courbe en n[n — i) points, et ces n{n — i) 
points de contact sont sur une ligne de d^ré n — i, 
nommée première polaire du sommet du faisceau. 

Démonstration , voir tome VU , page 3 1 1 . 

Corollaires, i". Par un point donné sur la courbe, on 
ne peut mener que n{n — i) — a ungentes; caria Un- 
gente en ce point compte pour deux tangentes dirigées 
en sens opposés. 

%". On ne peut mener que a^n — i) — a tangentes 
parallèles à une asymptote; car cette asymptote compte 
pour deux tangentes. 

3". On ne peut mener que n{n — i) — a tangentes 
parallèles k une tangente dont le point de contact est un 
point d'inflexion ; car cette tangente est double. 

4". Par un point d'inflexion on ne peut mener que 
n (n — i) — 3 ungentes; car cette tangente au point d'in- 
flexion compte pour trois. 

10. Théorème de MM. Cayle^ et Joachimsthal sur 
le faisceau tangentiel. Le faisceau de tangentes parlani 
d'un point coupe la courbe en n(n — i) (n — a) points 
situés sur une ligne de degré (n — i) (n — a); celte 
courbe et celle des points de contact ont (n — i) (n — a) 
tangentes communes passant par le sommet du faisceau. 
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Démonstration, iioirpage 104. 

H, Théorème de M. Chasles sur les tangentes pa- 
rallèles. Lorsque le sommet du faisceau tangenttel est à 
l'infîni, le cenlre des moyenues distance des nln — i) 
points de contact reste fixe, quelle que soit la direction 
des tanf^eMtes. 

Démonstration, foir tome IV, page i53. 

Ohservation. En appliquant la méthode perspective , 
on obtient un théorème sur des centres de moyennes 
harmoniques. 

12. Théorème sur les tangentes. Une transversale 
coupant la courbe en n points, on mène en chacun de ces 
points une tangente, le système de ces n tangentes ren- 
contre la courbe en n[a — 3) points, situés sur une 
ligne d'ordre n — ï. 

Démonstration. On projette la transversale à l'infini 
et l'on revient an théorème 6. 

13. Théorème sur les coefflcients différentiels. Une 
courbe algébrique de degré n étant rapportée à des axes 
rectilîgnes , le point de moyenne dislance de tous les 
points où les coefficients diflérentiels d'un ordre rlonné 
sont égaux A un nombre donné , est un point fixe, quel que 
soit le nombre donné; mais ce point change avec l'ordre 
du coefficient dillîérenticl et avec les axes; dernier chan- 
gement qni n'a pas lieu lorsque le coefScient difTérenticI 
est du premier ordre. 

Démonstration, «oirlomelV, page i55. 

14. Théorème de M. Duhamel sur les centres de 
courbuie. Le centre de moyenne distance des n{^n — i) 
centres de conrbure correspondant aux n[n — 1) points 
de contact des tangentes parallèles est le même que le 
centre de moyenne distance de ces points de contact. 

Démonstration, voir tome IV, page 180. 

15. Théorème sur IfS polaires. Les polaires de tous 
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les points d'une droite out (n — i)' points en commua. 

Démonstration. Soit U ^ o l'équation de la courbe 

i-endue homogène (eu prenant pour coordonnées -> -)î 
soient -i — les coordonnées du sommet d'un faisceau tan- 
gentiel; l'équation de la polaire de ce faisceau est, comm» 
on sait, 

dx df di 

Si le sommet est sur une droite, on a 

p et q étant des constantes; donc l'équatiou de la polaire 



/rfU rfU\ 



fdV rfU\ , /d 

On satisfait à cette équation, en posant 
rf€ dV dV rfU 

-,1^+^—,'=°' -^^'>-d;='''- 

ces deux ligoes , chacune de degré n — i , se coupent en 
^n — i)' points; donc, etc. 

\ 6, Théorème de M. Plûcher sur les points multiples. 
Si une ligne de degré n a des points multiples, ils se 
trouvent sur une ligne de degré n — i. 

Démonstration, voir tome VU, page 423. 

M. Théorème. Par un point donné, on mène ?i droites 
aux n points d'intersection d'une transversale avec la 
courbe ; ce faisceau coupera la courbe encore en n (n — i) 
points situés sur une ligne d'ordre n — i , 

Démonstration. Premier cas. Le yoint donné est à 
l'infini. Le faisceau est formé de droites parallèles, de 
direction connue. Donnons cette direction à l'axe des j. 
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vl pmaons la transversale pour axe des x^ l'équation de 
la courbe peut se mettre sous la forme P^-)-Q^o, 
P étant une fonction de X et de j", de degré n — i, et Q une 
fonction de x seulement etded^rén. Cette équation est 
satisfaite, en posant 

Q = o, P = o; 

or Q =r; o représente le faisceau des droites parallèles, et 
ce faisceau rencontre la courbe en un nombre de points 
n(n — 1 ) placés sur la courbe de degré h — i , représentée 
par P=:o. 

Second cas. Le point est à une distance Jînie. On pro- 
jette ce point à une distance infinie , et le premier cas se 
reproduit. 

18. Théorème. Une courbe de degré « ne peut avoir 
plus de R (n — i)* points doubles. 

Démonstration. Soit f = o l'équation en x, y de la 
courbe; m étant le coefficient angulaire d'une tangente, 
on a 



Au point double on doit avoir deux valeurs pour mi^ ce 
qui n'est possible que si 

Ces deux équations sont chacune de degré n — i , et 7^0 
est de degré n \ donc , etc. 
En appliquant la méthode connue pour déterminer la 

râleur de l'expression - , on trouve que les deux valeurs 

Akk. de UaA4in»t., I. I7C. (Aodt i85o.) '9 
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de m sont données par l'équation suivante : 

eljr' Hxdy (ir' 

Il y a trois cas à distinguer : i" les deux racines soni 
réelles et inégales; deux branches réelles passent par le 
point double , et chaque branche a mic tangente distincte: 
a° les deux racines sont égales; deux branches réelles 
passent par le point, et les deux tangentes se confondent 
en une seide : c'est un point double de rebroussemeot : 
y les deux racines sont imaginaires ; le point double esi 
isolé. 

19. Théorème. Le nombre de points de rebrousse- 
ment ne surpasse pas an (/i — 2), et ces points se trouveni 
sur une ligne de degré 2 { » — a) . 

Démonsi ration. Pour que l'équation du second d^ré 
en m, rapportée ci-dessus, ait deux racines égales, on 
doit voir 

( Éll.\ —^ll'Hl — 

\dxdxj dy' dx^ ' 

équation de degré i{n — a). Donc, etc. 

20. Théorème. Lorsqu'une courbe de degré n a un 
point douille, non de rebrou ssemen t , le nombre de tan- 
gentes qu'on peut mener par un point donné à ceiip 
courbe se réduit à n(n — 1) — a. 

Démonstration. Supposons d'abord un faisceau de tan- 
gentes parallèles, et soit m le coefficient angulaire; on a 

</U d\] 
(■' '"^+^="- 

Cette équation, de la polaire d'un point situé à l'infini 
sur une droite de direction nt , représente la courbe dont 
les n(n — i) points d'intersection avec la courbe donnée 
sont tels, qu'en menant par chacun de ces points unf 
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parallèle ayant la direction donnée, cette parallèle a un 
point double en commun avtc la courbe; donc le point 
double déterminé par les équations 

doit se trouver sur la courbe (i), et c'est ce qui est évident. 
Mais la droite qui passe par ce point double, quoique 
ayant deux points eu commun avec la courbe, n'est pas 
une tangente.; il faut donc retranclicr ce double point du 
nombre des n[n — i) points qui donnent de véritables 
tangentes : ainsi le nombre de ces tangentes ne peut dé- 
passer n {n — i) — a. Si le sommet du faisceau tangen- 
tiel est à une distance finie, on le ramène , par la projec- 
tion perspective, au cas précédent. 

Observation. Toute courbe peut être considérée comme 
engendrée parle mouvement d'une droite mobile dont elle 
est l'enveloppe. Il n'y a de tangentes que les droites sur 
lesquelles vient s'appliquer la droite mobile. 

21 . Théorème. Si la courbe de degré n a un point dou- 
ble de rebroussement . lefaisceautangeniiclan(n — i) — 3 
tangentes. 

Démonstration. Dans ce cas, la polaire d'un point 
situé à l'infini passe par le point double, cL touche la 
courbe donnée en ce point; par conséquent, trois 
dcsn [n — i) points d'intersection se réunissent au point 
de contact, et, comme ces points ne donnent pas de tan- 
gentes , il s'ensuit que le nombre de tangentes se réduit à 

„(»_.)-:(. 

22. Théorème. Dans une ligne de degi-e m, les points 
d'inflexion sont sur une ligne d'ordre 3 » — 4- 

Démonstration. Au point d'inilexion, le coefficient 

angulaire (;r-) atteint une valeur extrême, maximum 
ou minimum; en d'autres termes, la {.au^euXe rebrousse. 
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D'après la propriété connue, appartenant aux valeur» 
extrêmes, le coefficient ditférentiet du second ordre I -~ \ 

doit être nul aux points d'inflexion; comme ce coeIScicni 
différentiel forme le dénominateur du rayon de courbure, 
on en conclut que le rayon de courbure est infini, ou 
bien que le cercle de courbure se réduit à une droite , qui 
est la tangente elle-même : de sorte que cette droite à 
trois points en commun avec la conrbc, est une tangente 
osculatiice. Ne nous occupant que de généralités, il est 
bien entendu que nous faisons abstraction des diverses 
circonsUnces qui modiûentla théorie des valeurscxtrémes. 
Cela posé, soit F ^ o l'équation de d^ré n d'une courbe 
plane. La dérivée première est 

dF </F . , , flr 

la dérivée seconde, après qu'on y a fait _/" ^ o , devient 

"^dxdy^ """i^ "'■-'' 1^^ ""• 
éliminant^', on obtient 

■ ' dx\dx) ^'dydxdxdy'^d^ \^) *""' 

Telle est l'équation aux différences partielles à laquelle 
doivent satisfaire les coordonnées d'un point d'inflexion, 
et cette équation est de d^ré 3n — 4; donc, etc. 

CoroUaire. Le nombre de points d'inflexion ne peut 
dépasser 3 n' — 4 i- 

23. Lemme. F étant une fonction entière en x,y de 
degré n, et p une Jonction linéaire des mêmes va- 
riablesf >i l'expression (A) aux différences partielles 
est difûible par F, en remplaçani^F par pF, de degré 
w -4- I, le résultat sera divisible par pF . 
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alion. I'aisoiis/'F=;_/; on a 
lix dj- Hx 

dr dy ''dr'' 

<l\f _ dVd/. d'F 

dx'' d.v di dx' 

'ZL— ''ï'k. '£1 

dy-^dxdx'^^dy''' 
d'f dVdp dpdV d^ 

ilxdy dr dx dr dx ~^ " dx' 

Substituant ces valeurs dans l'expression 

'iX('^\-^ ^:'fi^A'/_ +'i^('i\\ 

dr'\dx I dydxdxdy dx' \djr j 

on obtient un résultat de la forme 

I.a quantité indépendante de p s'anéantit; M cl >N son! 
des fonctions entières. Or A est divisible pat- F; donc 
l'expression est divisible par ;jF. 

24. Lemmc. F étant leproduit île n facteurs linéaires 
en x,y, l'expression (A), de degré 3n — 4i '"^^ '<"'- 
jours divisihle par F. 

Démonstration. Soit F =' pq ■, p ^l ç étant deux fonc- 
tions linéaires f l'expression (A) devient 
(dp dq dpdq\' 
^di~didr}' 

donc (A) est divisible pur ptf. La proposition étant vraie 
pour deux facteurs, elle sera également vraie, d'après 
le lemme précédent, pour trois facteurs, etc. 

35. Théorème. Danslcen(3 n — 4) points d'inllexion, 
il y CD a toujours 2 n situés à l'infînî, ci les .tri (n — a) 
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points d'itiHexion restants sont sur une ligne de degré 

Démonstration . Soit F = o l'équation de la courbe de 
degré n , et U„ = o l'équation des n asymptote^j comme 
on sait, F a la forme F:=U„-+-U„_, ^o, où TJ„_j 
est une fonction de degré n — 2, U„ est un produit de n 
facteurs linéaires ; doue, dans le calcul de l'équation (A) 
de degré 3 n — 4 > l'ensemble des termes qui proviennent 
de U„ seulement peut, d'après le lemme précédent, se 
mettre sous la forme U„ V,„_4,et il est facile de s'assurer 
que les autres termes ne dépassent pas le degré 3 n — 6; 
donc l'équation (A) prend cette fonne : 
tJ,V,„„.+V,.^,= o. 
Faisant U„=;o, le degré de cette équation s'abaisse de 
deux unités; donc la courbe des points d'inflexion a n 
asymptotes en commun avec la courbe donnée. Parmi les 
intersections de la courbe des points d'inllexion avec la 
courbe donnée, il y a donc a n points situés à l'infini; 
éliminant Un, on obtient 

Uh-iV,„_, = V„„,: 
équation de degré 3 (m — 2) qui représente une courbe de 
ce degré , et dont les intersections avec la courbe donnée 
indiquent les points d'inllexion , réels ou imaginaires. 

Les courbes du troisième degré ont quinze points d'in- 
flexion, dont six sont à l'infini, et parmi les neuf restants, 
nous verrons qu'il y en a au moins six d'imaginaires 
et trois réels et en ligne droite. 

26. Tiiéorcme. La polaire réciproque d'une courbe de 
degré n,a3n(ri — 3) points de rebrou ssenient. 

Démonstration. La courbe a 3 n (n — -2) points d'in- 
llexion et autant de tangentes de rebi-ousscment; par 
conséquent, la polaire réciproque a autant de points de 
rebroussement. 



by Google 



( -'95 ) 
27. Théorème. Une courbe de degré « a 

langentes doubles. 

Démonstration. Soi tP une courbe dedogri: n, et P, sa 
potaire rëciproquu de degi-é n, = « (k — i); le faisceau 
Ungcnliel à Pi doit généralement renfermer h, (n, — i) 
tangentes (9). Mais P, étant la polaire réciproque de P, 
il s'ensuit que le faiscuau tangentiel de P, ne renfei-me réel- 
lement que n tangentes ; le nombre de tangentes perdues 
se monte donc i n,[n, — i) — « = «'(« — a), La po- 
laire P, a 3n{« — a) points de rebroussrraent (26); 
pour chacun de ces points, le faisceau perd trois tan- 
gentes (21 ) (* ) ; le nombre de tangentes perdues est donc 
9» (n-^). Or „'(,.-.)-9„ („_a)=„ („_,) {^'-g). 
Ces tangentes disparues proviennent des points doubles 
dont cbacuci fait disparaître deux tangentes (19) ; il y a 
donc dans la courbe Pi un nombre de points doubles 
exprimé par 

il y a donc autant de tangentes doubles dans la courbe P, 
c'est-à-dire de tangentes touchant la courbe endeux points 
distincts. 

Observation. Cette démonstration indirecte n'est pas 
etitièrcmctit satisfaisante. Elle est de M. Plùcker, ainsi 
que tous les théorèmes précédents à partir du^ 18; ouïes 
trouve dans l'ouvrage du célèbre professeur, publié à 
Bci'linen i835 aous ce viire: System der j4nalytiscken 
deoitietrie , auf nette Betrachlungsweise gegiiindet, 
und iiisbesondere eine ati.r/ilhrlicke Théorie der cuivcit 
dn'tter Ordnung enthaîtend : Système de géométne ana- 

( ■ ) Otic obscrvBlion a Acp olé fiiilc par M. Poncplcl. 
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lytique , fondée sur de nfiuveUcs coDsidéradous , et com- 
prenant en particulier une théorie complète des courbes 
du troisième ordre; par M. le docteur Julius Plûcker, 
professeur à l'Université de Hatle, in-4'' de 266 pages. 
Nous donnerons cette théorie incessamment. [State.) 



THOËRÈME K HAC-CUILAGB (*} SUR LE TRUNGLK INSCRIT 
DANS L'ELLIPSE. 

1 . Lemme. Soient une ellipse ayant pour grand axe AB, 
et une demi -circonférence décrite sur AB comme dia- 
mètre, dans le même plan; soient M, N deux points 
sur l'ellipse; M', N' deux points projectivement corres- 
pondants sur la demi -circonférence. Par le centre O, 
menons le demi-diamètre OP parallèle à la corde MX , 
nous aurons la' proportion 

corde MN : corde M' N' :: OP : OA- 
Démonstration. ParlepointM, menons une parallèle 
à la corde M'N', et soit Q le point où celte parallèle 
rencontre la droite NiV' ; P' étant le point projectivement 
correspondant de P, joignons O et P'; OP', projection 
de OP, est donc parallèle à M'N' ou à MQ; les deux 
triangles QMjV et P'OP sont donc semblables, comme 
ajant les côtés parallèles. Comparant les côtés homolo- 
gues, on obtient 

mw:mq::op;OP'; 

or 

MQ=M'H', OP' = OA; 
donc, etc. 

2, Lemme. L'aire d'un triangle inscrit dans une 
ellipse est égale au produit des trois côtés multiplié par 



[•) Prononcez Kiicfol. 
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le produit des deux demi-axes ^t divisé par quatre fois 
le produit des trois demi -diamètres parallèles aux côtés 
du triangle. 

Démonstration. Soient LMN un triangle inscrit dans 
une ellipse et L'M'IV' le triangle projectivement corres- 
pondant dans la circonférence décrite sur le grand axe 
de l'ellipse; faisons LM =n, MJS = /, NL = m, M' L'=/j', 
M'N'^/', N'L' = m'; et soient a le demi-grand axe et 
h le demi-petit axe; X, p, v les demi -diamètre s respecti- 
vement parallèles aux c6tés MN, LN, LM '. on a, en 
vertu du lemme précédent, 



C. Q. F. D. 



3. Théokème. Un triangle étant inscrit dans une 
ellipse, le rayon du cercle circonscrit au triangle est égal 
au produit des trois demi-diamètres parallèles aux côtés 
du triangle, et divisé par le produit des deux demi-axes . 

Démonstration. Conséquence immédiate du lemme 
précédent. 

Corollaire. Lorsque les trois sommets du triangle se 
réunissent, on obtient pour la valeur du rayon de cour- 
bure le cube du demi-diamètre parallèle à la tangente , 
divisé par le produit des deux demi-axes; expression 
connue. 

Observation. M. Joachimsthal a énoncé et démontré 
ce théorème en avril 1849 (Crelle, t. XXXIX, p. i38; 
en français) ; mais ce même théorème avait déjà été pu- 
blié par feu le professeur Mac-Cullagh , dans le Duhlitt 
Univcrsit. Calendar, an. i837, ei a été démontré dans le 
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Traité des sections couiqii^s de M. Georges Salmon, sa- 
vant professeur de la même Université. Mac-Cullagh a , 
de plus, donné l'énoncé suivant du même théorème, 
qui le rend applicable à la parabole : 

n Le carré du rayon du cercle circonscrit est égal au 
11 produit des trois cordes passant par le foyer parallèle- 
I) meut aux côtés du triangle, divisé par quatre fois le 
» paramètre de la conique ». Ce qui est évident, puis- 
qu'une corde passant par le foyer est égale au douUe du 
carré du demi-diamètre parallèle, divisé par le demi- 
grand axe. Ce renseignement est consigné dans une Lettre 
de M. leprofesseur Salmon à M.Crellc (t. XXXIX, p. 365, 
Il février i85o; en français). Le théorème est encore à 
démontrer pour l'hyperbole. 



QUESTIONS. 

228. Les trois sommets A, B, C d'un triangle et les 
trois sommets A', B', C d'un tétraèdre sont donnés ; par 
un point quelconque M dans le plan du triangle ABC , on 
mène les droites MA, MH, ]VIC;on prend dans l'espace 
un point S tel, que dans le tétraèdre SA' B'C on ait 

SA' = HA; SB' = MB; SC = MC; 
le lieu du point S est une surface du second degré. 
(Jacobi.) 
229. Soient une spbère et deux points quelconques dam 
l'espace^ les distances des points au centre de la sphère 
sont entre elles comme les distances respectives de 
chacun de ces points au plan polaire de l'autre point: 
plans polaires pris par rapport à la sphère. 

((ÎËOHGF. Sai.mon.) 
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SOLUTION n U QtlBSTIOK 88 



Par m. breton (de Champ), 
Ingénieur des PcnU et CbanKées. 



Trois circonférences étant tracées sur un même plan, 
on propose de trouver sur ces circonférences, en ne fai- 
sant usage que du compas, trois poinis qui soient les 
sommets d'un triangle équilatèral. (E. Prouhet.) 

Appelons P, Q, R (*) les trois circonférences données. 
D'un point quelconque p de la première, avec une ouver- 
ture de compas arbitraire, décrivez ud arc qui coupe la 
seconde circonférence en q , puis de ^ et de ç comme 
centres, avec la même ouverture de compas, décrivez 
des arcs qui se coupent en r. Ce dernier point sera le 
sommet d'un triangle équilatéral ayant pour coté p<j. Si 
l'on construit de la même manière d'autres triangles 
équilatéraux p<l' ^ -, pq" r"... ayant un sommet commun 
en p sur la circonférence P, et leurs sommets q' , q"... 
sur la circonférence Q , le lieu géométrique des points 
r, r', r" ... sera une circonférence de cercle, ^ale à Q; 
son centre^ celui de Q et le point p étant les sommets 
d'un triangle équilatéral. Par suite de]ccttc propriété, 
dont la démonstration est extrêmement facile, si le centre 
de Q est donné, on trouvera, en construisant ce triangle, 
le centre de la circonférence rr' r"... , de sorte que l'on 
pourra la décrire avec le compas. Les'points où elle ren- 
contrera la troisième circonférence B seront les sommets 

(') Le lecteur est prié de, [aire les figuret. 
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des triangles équilatérayx demandés, Le sommet p étant 
pris à volonté, on voit que le problème est indéterminé. 

Si les centres des circonférences P, Q, R ne sont pas 
donnés immédiatement, la consiruction sera modifiée 
comme il suit. 

Ayant déterminé trois points /•, r', r" au moyen de la 
construction indiquée ci-dessus , faites passer par ers 
points une circonférence de cercle, en ne faisant u5ag(' 
que du compas , problème résolu dans la Géométrie du 
com/»aî de Mascheroni (livre X, n" i5o). On peut encore 
trouver le centre de l'une quelconque des circonférences 
tracées , en s'astrcignant à la même condition , problème 
également résolu par cet auteur {livre X, n" i43)) fi 
alors le centre de la circonférence r/r". .. se construit 
comme on l'a expliqué en premier lieu. 

Phoblèhe. Quels sont, sur la circonférence P, la 
points qui fournissent des solutions de la question de 
M. Prouhet? 

Supposons que pour chaque point p de P on opèrr 
comme il a été dit ci-dessus , on aura une série de circon- 
férences égales à Q, lesquelles donneront ou ne donne- 
ront pas de solutions suivant qu'elles couperont ou m; 
couperont pas R. Le lieu de leurs centres sera, ainsi 
qu'il est aisé de le voir, une circonférence égale à P, sou 
centre formant, avec ceux de P et de Q, un triangle équi- 
latéral. D'après cela, les arcs de cette circonférence in- 
terceptés entrelesdeuxcirconférencesîconcentriquesàR, 
que l'on obtient en augmentant et diminuant le rayon de 
celle-ci du rayon de Q, fourniront toutes les solutîonsqui 
se rapportent à ta disposition adoptée pour les triangles 
équilatéranx. Il y aura, en général, deux arcs, égau^ 
entre eux , qui se reporteront en vraie grandeur sur P en 
les faisant tourner de l'angle du triangle* équilatéral au- 
tour du centre de Q, et les points dr ces arcs répondroni 
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seuls à la question. £n adoptant une disposition synie- 
trique, on pourra, selon les cas, trouver d'autres arcs, 
séparés ou réunis en un seul. 

La recherche de ces arcs peut s'efiectucr en ne faisant 
usage que du compas. Pour cela , il suiEt de savoir dé- 
crire les deux circonférences concentriques A R , ou de 
construite avec le compas seul ta somme et la ditférence 
de deux droites (Mascheroni, livre IV, n'" 726173). 

Note. Pour éviter aux lecteurs des Nouvelles J4nnales 
la peine de recourir à l'ouvrage de Mascheroni, je vais 
rappeler succinctement en quoi consistent les solutions 
(lues à ce géomètre. 

I. Trouver le centre de la circonférence déterminée 
par trois points r, r*, /". 

Des points r, r', avec une ouverture de compas suffi- 
sante, décrivez deux arcs qui se coupent en A et B. Des 
points / et r" décrivez également deux arcs qui se cou- 
pent en C etD; on sait que le centre cherché est au point 
de rencontre des deux droites AB, CD. 

Ces droites ne pouvant être tracées, puisque l'on ne 
fait usage que du compas , la solution ordinaire n'est plus 
admissible^ on la remplace par celle que voici : 

Des points A et B, avec les rayons AC, BC, décrivez 
deux arcs qui se coupent en c, point symétrique de C re- 
lativement à AB. Construisez semblablemcnt le point d, 
symétrique de D relativement à AB. L'intersection des 
droites CD, cd sera le centre demandé. Or cette inter- 
section O divise CDdans le rapportdes longueurs Ce, Df/, 
c'est-à-dire que l'on a 

OC: OD :: Cr : Dd, 
d'où 

oc:CD ;: Ce: Cc-nDrf. 
00 est donc une quatrième proportionnelle aux Ion- 
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gueurs Ct'-l-IW, Ce, CD, et il faut construire ccUt 
ligne avec le compas seul. 

On remarquera que l'addition des deux longueurs Ce. 
Dd avec le compas seul , est un problème qui doit être 
préalablement résolu. A cet ellet, des centres cet D, avec 
les rayons CD, Ce, décrivez deux arcs qui se coupent 
en d'; la figure Ccd'D sera un parallélogramme, et les 
deux droites dD, iid', étant parallèles à Oc, tomberont 
dans le prolongement l'une de Tautre , de sorte qu'on 
aura 

Cela posé, d'un point pris à volonté, avec les rajon.* 
ild' et Ce, tracez deux circonférences concentriques, ei 
inscrivez dans la première une corde àgale à CD. Des 
extrémités de celte corde, avec un rayon arbitraire, coupci 
la seconde cjrconfércuce eu deux points; la distance de 
ces derniers sera égale à OC, c'est-à-dire quatrième pro- 
portionnelle aux deux rayons et à la corde CD. Cela ré- 
sulte de ce que les déplacements simultanés des divers 
points d'une droite de longueur constante, dont les extré- 
mités parcourent deux circonférences concentriques, sodi 
vus , du centre commun , sous des angles égaux. 

Connaissant donc la longueur OC , si des points C, c 
on décrit des arcs avec ce rayon, leur intersection donnera 
le centre O. 

H. Une circonférence étant tracée, troufer son centre. 

Soient E , F deux points pris à volonté sur la circon- 
férence. De F comme centre, avec le rayon EF, tracez une 
nouvelle circonférence qui coupe la première eu II , ei 
déterminez la seconde extrémité G du diamètre EF en 
inscrivant consécutivement trois cordes égales au rayon 
EF. Des points F et G, avec le rayon GH,dccrivezdes arcs 
qm se coupent en I , et de ce dernier point comme centre. 
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avec le rayon (ill , toupez la sucoude circoilférciicc 
en K; la corde EK. sera le rayon de la circonférence 
donnée. 

Pour ie démontrer, il suffit de prouver qu'en décrîvam 
des points E , F des arcs qui se rencontrent en ïi , on a 

LH = LF, 
c'est-à-dire que le point L e^t «gaiement dislant des trois 
points E, F, H de la circonférence, propriété qui n'ap- 
partient qu'au centre. 
On a l'angle 

IFE = GIF -H IGF. 

Les deux tiiangles IFG, IFK sont égaux comme avani 
leurs côtés égaux chacun à chacun; de plus ils sont iso- 
cèles, de sorte que l'angle IGF = IFK. Retranchant des 
deux membres de l'égalité ci-dessus IFK, ii vient 
EFK = FIK. 

Le triangle FEK, étant isocèle par construction de même 
que IFK, est semblable à ce dernier, et l'on a 

IF : FK : ; FK : EK , 
ou 

HG; GF :: EF ; EL, 

puisque, par construction, 

IF = HG, FK = GF3;EF, EK=EL. 

Les deux triangles FGH, LEF étant isocèles, et ayant 
leurs côtés proportionnels, sont semblables entre eux, et, 
par suite, l'angle LFE = FGH. Mais HFE = aFGH ; re- 
tranchant des deux termes de cette égalité respectivement 
les angles ^aux LFE, FGH, il vient 

LFH=FGH, 
de sorte que l'angle LFH = LFE. Les deux triangles 
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LFE, LFH ayant ainsi un angle égal, le côté LF com- 
mua , et le cA(v FH =: FE , sont égaux entre eux, et par 
conséqueut LH = LE , ce qu'il fallait démontrer. 

ni. Étant données deua: lignes droites ST, UV^f on- 
stuire une troisième droite égale à leur somme ou à leur 
différence. 

On décrit de l'extrémité S de l'une de ces lignes, avec 
UV pour rayon, Une circonférence qui rencontre la 
première eu deux points dont les distances au point T 
sont la somme et la différence cherchées. Pour découvrir 
ces points , coupez de T, avec un rayon arbitraire , la cii^ 
conférence en deux points m, n. Le problème revient 
évidemment à construire les milieux des deux arcs ainsi 
déterminés. 

Des points m, n décrivez, avec le rayon UV, à partir du 
centre S, des arcs Sn', Sm' égaux l'un et l'auue àJ'arc 
mn. Des «entres m', n', avec les rayons m' m, n' n, dé- 
crivez deux arcs qui se coupent en t. Enfin des mêmes 
centres, avec le rayon Sr, décrivez deux arcs : ils se cou- 
peront aux points cbercbés. 

Eji effet, les Sgures Sn'mn, Sm'nm sont, par con- 
struction, des parallélogrammes, et m'Sn' est une per- 
pendiculaire à ST. Le carré de la dislance du point S à 
l'un quelconque des points trouvés ci-dessus a pour 
valeur 

S(' — W' = ^^' — 2S^' = S^' = €v'. 

Ce qui prouve que ces points satisfont bien à la ques- 
tion {•). 

[') Voir Manmr'l de géoméirif, l'édition, appCDdice. Tn. 
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8I)R U BiCOlPOSniOIll D'Um cabré W deux IITRES; 

Par m. VOLPICELLl, 

Profeaieur à l'UniTenité de Rome. 



En représentant par z un produit de h facteurs , tous 
dilîérents entre eux , el chacun égal à la somme des deux 
carrés , les solutions entières de réquation 

se divisent en k espèces difiérentes. Les solutions com- 
prises dans la première espèce sont au nombre de A ; et 
chacune d'elles admet k — i facteurs communs avec z:, 
celles de la deuxième espèce sont au nombre de 

aA(^ — i) 



et ont chacune k — a facteurs communs avec 2 ^ et , de la 
même manière, le>nombre de celles qui forment la troi- 
sième espèce est donné par 

2U(*-0(i-2) ■ 

i.a.3 ' 

dont chacune admet h — 3 facteurs communs avec z; 
et ainsi de suite, jusqu'à la dernière espèce, qui se com- 
posera de a'~' solutions , aucune n'ayant de facteurs com- 
muns avec z. 

Le nombre total de ces solutions, qu'on obtient en 
sommant les termes du polynôme 

Am. *> MéiUmmi., t. IX. (Aott *Vm.) 30 
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sera évidemment 



Cette expression correspond à celle qu'on a en faisant 

dans la formule que donne M. Gauss (*) , pour assigner le 
nombre de décompositions en deux carrés d'un entier 
quelconque qui admet une telle décomposition. 

Quant à la forme des solutions , pour le moment nous 
dirons seulement que les /f valeurs des inconnues x,j, 
qui appartiennent à la première espèce, s'expriment, en 
général , de la manière suivante : 

'=(";-';)„jij;' ■'="/,^' 

en observant que l'indice y doit recevoir successivement 
toutes les valeurs comprises depuis i jusqu'à k , et ayant 
pris, par hypothèse, 

Exemple. L' équation 

:i;' + y=ito5' = (5 13:17)', '' 
dans laquelle on a 



solutions différentes, divisées en trois espèces. Les trois 
solutions de la première espèce sout : 

(975= 5.i3.i5 I 520= 5.i3. 8 

* = J663= 17.13. 3 /=) 884= 17.13. 4 

(425=17. 5. 5 (loao^ 5.17. lï 

(') Diifutiiltanei an'lbiicim. Lipcia, itkii. |j. 311). 
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) 




solutions de la 


âeui 


ème espèce sont : 




561 = 17. 33 




95»= 17 


56 


io5= 5. f.1 




1100= 5 


220 


169=13. .3 




1091=13 


84 


1001 = i3. 77 




■^-j 468=13 


36 


855= 5.1J1 




,00= 5. 


.40 


10,. = .,. 63 




\ 37»= 17 


16 



Enfin les quatre solutions de la troisième espèce sont : 

[ 47 /"°4 

_) 943 _) 576 

"-) 8.7 ^-)iU 

[1075 { 264 

Note. La formule générale des jPÙ9(u'.»'fion excitée ci-des- 
sus s'énonce ainsi : Tout nombre en lier don né peut se mettre 
sous la forme 2 Sa b c^...; ^estun nombre entier po- 
sitif , qui devient égal à zéro lorsque le nombre est im- 
pair-, S est le produit de tous les diviseurs premiers de la 
forme 4n + 3; et lorsqu'il n'existe pas de diviseurs de 
cettefonne, onfaitS^ i;a, i,c,etc., sont des diviseurs 
premiersdelaforme4n + i ;«,p, 7, etc., son tdes exposants 
entiers-, s'il n'existe aucun diviseur de cette forme , la dé- 
composition esV impossible. 11 y a encore impossibilité 
si S n'est pas un nombre carré. Ces cas exclus , si tous les 
exposants a, |3, y, etc. , sont pairs, le nombre des solu- 
tions est 

('+')(P+<)(7 + 0---- '. 

si ces exposants ne sont pas tous pairs, le nombre des 
solutions est 

(« + .}( p +t)!7+0 -- 

Nous accueillerons avec reconnaissance une dcmonstra- 
lion de cette belle formule. 
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]>aii9 l'endroit file, on lit H — au lîeu de On sait 

que les Disqimitiones, imprimées loin de l'auteur, four- 
mitlent de fautes typographiques; ce qui n'a rien de sur- 
prenant. Mais il est fxtrémement surprenant que l'ou- 
vrage de génie le plus extraordinaire de notre siècle , il 
date de 1801, n'ait pas encore une seconde édition, 
soignée, de luxe, in-4°; la traduction française eu esi 
peut-èlre cause. Espérons que l'jMlemagne fera un jour 
pour les oeuvresderillustre directeur de l'observatoire de 
Gottingue, ce que l'Angleterre a fait pour JVewton et la 
France pour Fermât et Laplace. Les contemporains de- 
vraient même devancer la poslérité : il est des hommes 
pour lesquels celle-ci commence dès leur vivant. 



eEOMlTRIE SPHfiRIIMIB 
P** M. STREBOR. 

(>. Considérons la courbe spliériquc,*lien d'un point 
tel que, si l'on mène de là des arcs de grands cercles à 
deux points fixes, le produit des sinus (ou des tangentes 
trigonométriques) des demi-arcs soit constant, et qu'il 
n'excède pas le carré du sinus (ou de la tangente trigono- 
métrique) de la quatrième partie de l'arc de grand cercle 
qui joint les deux points fixes : la courbe dont il s'agit 
sera située sur un cène du second degré. 

7. Dans le cas où l'on prend les sinus, la somme et la 
ditTérence des arcs , déterminés sur la courbe par un grand 
cercle issu du point, milieu de la distance entre les deux 
points fixes , s'expriment toutes les deux par des fonctions 
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elliptiques dv preniîèti: espèce, d'une manièi'e précise, 
sans aucune addition. 

Et dans le cas des tangentes , ta somme et la ditlëi-enee 
ries arcs qu'on obtient de la même manière s'expriment 
semblablement par des fonctions de troisième espèce , à 
modules complémentaires. 

Dans les deux cas, les périmètres entiers s'expriment 
par une seule fonction complète. 

8. Deux hyperboles équilatères sphériques de premièi-c 
espèce, tangentes à une sphéro-conique donnée et concen- 
triques avec elle , font des angles égaux avec la conique 
homofocale qui passe par leur point d'intersection. 

9. Éunt données deux cassinoïdes sphériques homo- 
focales (tome VII, page i36), une hyperbole équilatèi'c 
sphérique (de première espèce) quelconque, concen- 
trique avec les cassinoïdes et tangente à l'intérieure , cou- 
pera l'extérieure sous un angle constant. 

10. En regardant une sphéro-lemuiscate (de seconde 
espèce ) comme la première d'une série de couibes se suc- 
cédant d'après la loi indiquée à la question 101 (tome 
Vin, page 107), l'équation de la mëmecotirbe, entre les 
coordonnées polaires sphériques j9 et m , sera 

1 1 . Trouver les théorèmes de géométrie sphérique , 
analogues à ceux qui sont compris dans l'énonce de la 
question ITT (tome VII, page 4^). 
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IHHIVBUE EXPRESSION DE L'AlltE D'INB SURFACE; 
Pab m. strebor. 

Soit R la perpendiculaire qu'on abaisse d'un point 
fixe surun plan tangent quelconque à une surface donnée, 
et soient d, ^ les angles qni déterminent la position de 
celte droite. En posant, pour abréger, 

L = R sin e + — - cos fl -(- -:— „ -;— , 
d6 smBdf' 

cosflrfR_^ d^R 

~~ sinS rfç dQd^^ 

N = a 






l'aire de la surface dont il s'agit aura pour expression 

j d6df. 

Celte formule doit trouver place dans les traités élé- 
mentaires. 



ff{" 



N8TE SUR U TOIIPIR; 



La toupie peut être regardée comme un cône droit ho- 
mogène, pesant, appuyé par son sommet P (Jig. i] sur 
un plan borizontal. On place ce corps de façon que son 
axe PG fasse, avec la verticale, un angle a, et on lai 
imprime une vitesse horizontale dont la direction ne 
passe pas par le centre de gravité G. 
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Ce point sera animé, parallèlement au plan fixe, d'un 
mouvement rectiligne uniforme; de plus, ît aura un 
mouvement vertical, dans la détermïnatïou duquel on 
peut faire abstraction du mouvement horizontal : ce qui 
revient à considérer le mouvement initial comme dû à un 
couple. 

Soit R la résistance du plan ; Gz| est uu axe principal. 
Soient Gx,, G^, deux autres axes principaux. O étant la 
projection de G sur le plan fixe, on prendra pour axes 
fixes la verticale Oz , prolongement de GO , et les droites 
Ox, pj menées dans le plan AB. Si l'on pose PG ^ |3 , 
comme l'angle PGO=a, GO sera (3 cos a, que je nomme y. 

A, B, C sont les trois moments d'inertie, C étaoL 
relatif à Gz], et, parsuite, B=x A. 

La vitesse angulaire est u;^, (/, r sont ses composantes 
par rapport à Gx, , G^i , Gz, - Comme les moments de B et 
du poids de la toupie par rapport à Gzi sont nuls , l'équa- 
liou du mouvement de rotation autour de Gz, est 
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Soient M la masse de ta toupie, g M son poids [g =9", 80); 
soient a , b, c les cosinus des angles que Oz fait arec les 
x,,y,, z, ; la somme des moments des quanUtés de mou- 
vement , par rapport à Oz , est 

Aap -hhbq -hCcr, 

quantité constante, vu que R et ^M sont parallèles à Oz. 
Donc , à cause de r= n , 

(i) Aap+Bbq-t-Ccn^l. 

Je désigne par y la vitesse du centre de gravité, par z 
son ordonnée ; le principe des forces vives donne 

(2} A{p' + q') -i- C/i* -i- Mt' ^2g Us +coastante. 

Soit GO^fi d'où z = — f. Je supposerai nulles 
les valeurs initiales de p, (j; la valeur initiale de f est y, 
celle de t'est zéro; donc^^Cncosar, vuqueOGP=if(an 
commencement 

constante = Cn- — ngl&y. 
On connaît les angles ipiip, 6 , qui donnent 

«^sinOsiof, &=;sinScoSf, c^cosfl, 
piJl = sin !p sin S <ii|i + CAS f ff S, 
qdt = cos fsmid'^ — siufdS. 

Ces dernières formules se dcmonirent fort simplement par 
la décomposition des rotations. 



i„.9^- 



C"(Ç-7)=o( 



i ru qae co» 6 = - 
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et l'équation (a) devient , après étimination de à 



-(-affM(i;~,)(p'-Ç')=o. 
Soient A = MA»,Cn = MkiJ-ig't.; il vient 



le diviseur est ]>o; l'équation ^ — /5'-(-X(y — C) ^^"* 
a pour racines 

(4) , ^^'/v^ihTlf , 

quantités réelles, puisque4^î'*C^' "t~ 4?' <! ^' "*~4(5*- 
Cela posé, si Xy — j3' <;o, les racines sont de signes 
lires; la premièpe est X3, ce qui est évident si 
non , posons 



d'oii , vu que A <^ a (3 , 

P-4l7-H4p'>(l-ap)' 
ou 

4ïv>-4ip. 

ce qui est évident. Ainsi , le numérateur de -— est de la 

forme 

(5) =«(t--,)[C-(P + '')l(t + '"). 

La valeur initiale def est y, et ne saurait devenir 
>y, vu que l'équation (5) deviendrait <;o; donc f de- 
vient <^y , et le centre de gravité de la toupie descend. 
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jusqu'à ce que la toupie tombe, ce qui change les condi- 
tions du mouvement. Soit X y — |3'^o-, les Taleursde 
l'équation (4) sont > o. La première est toujours >j3-, 
la seconde est <)'. Cela est évident si X^ay; sinon, en 
posant 

on trouve 

47'<4P'- 

Donc , etc. 

Par suite, le numérateur de -— est de la forme 

=?[i:-(p-t-'')](?-y)(ï-70. 

oùy. <y. 

On voit que ^ ne sera jamais > y; il commencera par 
décroître jusqu'à y, > mais ne ^urra jamais deTenîr<^y, 

sans quoi-T-^ serait ■< o. Donc, lorsque ^^=y,, d'où 

— = o , ;;■ augmentera , -~ sera >- o , et le centre de gra- 
vité remontera jusqu'à Ç = y. Par conséquent, G oscil- 
lera sur sa verticale entre les limites^ = y, ^= y,, et ces 
oscillations sont évidemment isochrones. La durée d'une 
oscillation ascendante, comme celle d'une descendante. 



Le point P décrira autour de O une trajectoire <pii 
sera renfermée entre deux c rconférences de cercles ayant 
pour centre commun ce point O , et pour rayons respec- 
tifs y"^* — y'=|Scosct et V'i^' — y' , puisque Ç = y , ^ = yi. 
sont les valeurs extrêmes de Ç. Cette trajectoire, pour 
Ç ^ y , est normale au cercle intérieui'; pour f = y, , elle 
est tanfjenle au cerelc extérieur. 
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Car , pour le sommet Au c6ne , on a 

r = p sin ^ sin 9 , 7 = — p cos ■|i si 



d'où 

(6) 



— cos ^ cos fl . rffl + sin a sin ij. f/^ji 

cos iji co» fl . ^/8 -t- sin 9 cos + ii'l' 

dt p sin S 



;- est de la forme 



E s'aDDulant avec f ^ 7, , mais non avec ^ ^ y. 

A = pAsin- a ''!"*' J^ représente par |-/ — ^) F, et 
l'équation (6) devient 

dr _ — cos^cosi.T.ly — KY + (y — ii)iin6»in^.F 
»iB-^cosB.Z(y — Ky-h(t — K)si'a^ci>s-^ F 
— cos^cosO.E4- (7 — ï)'sinSsin-{..F 



sinJ-cose.E + (7 — E)'8inecoï4i.F 



Eu C OÙ f = 



, E s'annule et— 



::: tanglj'. 



Mais if est l'angle {fig- s) que fait, avec O.r, la irare 
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du plan x,yi sur xy , trace qui est pcrpeudiculairc 
à OP, vu que les plans x, y, et xy étant perpendiculaires 
au plan GOP, leur intersection est perpendiculaire à GOP, 
et, par suite, à GO. Si donc on pose PO j: = ;( , on a 

donc en A {Jig- 2) , ' 

^=tangz, 
en C, 

;| = -cotz C.Q.F.D. 

La trajectoire se composera de )>rauches telles que la 
courbe ACA', qui est symétrique par rapport à OC Ce* 
branches seront en nombre tiui ou infini , selon que l'an: 
AEA' est commensurable avec la circonférence ou non. 

La symétrie résulte de ce que x* -\-y' = /S' sin' 9 re- 
prend les mêmes valeurs avecd, ainsi que d<^ avec di^. 

La vitesse angulaire u donne 

«-«.+^. + ,. = .'+J,[.g(7-ï.-^} 

Elle a 

{fie' ^) ^ '* limite inférieure de sa course; le minimum 
est », et a lieu à la limite supérieure. 

Comme sino), Oz, = — — i- et que />' -t-y' est nul 
lorsque y=:Ç, ^ = o, l'axe instantané revient coïncider 

avec Oz), chaque ibis que lesommctdu cône revient â la 
circonférence OA. Lorsque ce sommet est sur la circon- 
férence CO , d6 est encore nul , et les trois rotations f/6, 
f/i}>, d^ se réduisent â deux dont les axes sont dans le plan 
PGO; l'axe instantané est donc alors aussi dans ce plan. 
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SUR LE SKGRI IB MOLUPliOTlJ IBS RAGINES; 

Par m. F.-A. BEYKAC, 

Mallre de conférences au l;c^ Loais-le-Gnnd. 



1 . Théobêhe. Si une équation a un terme indépen- 
dant de l'inconnue, cette équation ne peut avoir des 
racines dont le degré de multiplicité soit égal ou supé- 
rieur au nombre de ses termes. 

Démonstration. Une telle équation ne peut avoir de 
racines nulles. Supposons que le théorème soit démontré 
pour une équation ayant n termes; je disque le théorème 
subsisteaussipouruneéquationayantn-f- i termes. Car, 
si cette dernière équation avait une racine dont le degré 
de multiplicité fût égal ou supérieur à n + i , la dérivée 
qui n'a plus que n termes aurait donc cette même racine, 
d'après la théorie connue, avec un degré de multiplicité 
égal ou saptirieur à n ; ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Or, le théorème est évident pour des équations à deux 
termes. Donc, etc. 

2. Théorème. Siun nombre entier est racine multiple 
d' une équation n'ayant que des coe^cienis entiers et l'u- 
nité pour premier coe^cient , une puissance de ce nombre 
marquée par le degré de multiplicité divise le dernier 
terme de l'équation , et les puissances inférieures succes- 
sives divisent respectivement les coefficients de X , X*, etc. 

Démonstration. Soît 

/r = ar" + C_-,x^' + C^,x — '-t-. . .+ C,x'-i-C,:i + 0,. 

Soît n le degré de multiplicité d'une racine a; le poly- 
uAme /(x), divisé par [x — «)", donne pour quotient 



by Google 



(3.8) 
un polynôme eitiier àe degré m — «; représentons ce 
polynôme par f (x) , de sorte que 

çjr = *-^" + D^.^,j:— "-' + ... -I-D,i'4-D,j: + D„ 
et 

^ [x) =(*-«)- = X" + E,^,»!—' 4- E,_,«'x^'+. . . 
-f- E,a»-'x'+ E,a>-'H-E,a"; 
ainsi on a l'identité 

Égalant les coefficients des mômes puissances de x, on 
obtient 

C=D,EX, 

C, = D,E,a"+D.E,a"-', 

C. = D,E,o"-(-D,E,a"-' + D,E,a^', 



Les quantités C , D , E étant des nombres entiers , il 
s'ensuit que Co , Ci , Ci , etc. , sont respectivement divi- 
sibles par a", «"~', a"~', etc. C. Q. F. D. 

Observation, ce et n étant connus, le même système 
d'équations donne les valeurs des quantités D; car lea 
quantités Esont des coefficients binomiaux connus. 

Observation. On peut étendi'e cette méthode aux ra- 
cines commen su râbles fractionnaires. 

TnËonÈHR. Si une équation réciproque a des racines 

multiples , la transformée enx -h- en a aussi au même 
degré de multiplicité. 

En elTet, soit a une racine quelconque de l'équation 
réciproque 

/(-) = o, 

- sera aussi racine, et J'(x) est divisible par 



by Google 



( ^-f) ) 



Or, 






-(-01 



Si n désigne le degré de l'cquation,y{j') sera com- 
posé de - facteurs de cette forme. Or , pour passer de 
cette À]uatioD à la transformée, il faut diviser ^(j:) 

par x^ , ce qui revient à diviser chaque facteur par x, 
puisque leur nombre est-- La transformée se composera 
donc de facteurs de la forme 



ih^-h^} 



Cela posé , soit p le degré de multiplicité de la racine 
/{x) ^ o admettra aussi p fois la racine -i et le prem 
membre de l'équation sera divisible par 

(._.,,x(^-!,)'=x,[, + l-(.+ i)]'. 

Après la division par x^, il restera dans la transforn 
en .r H — le facteur 



[(-^("-i)]'- 



Donc la transformée a des racines multiples » 
degré de multiplicité que la proposée. 
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DEMONSTRATIO» DES TUEDREHES DE N. STREBOR 
SUR lU PARABOLES HMOTOaUS; 



Lemme 1. Soient, dans an même plan, une droite L 
et un axe ox sur ttNjuel est pris un point flxe o. Menons, 
du point fixe o , un rayon vecteur ol de la droite L ; puis, 
par le même point o, menons une droite om qui fasse, 
avecox, un angle /nO;r double de l'angle /oj~, et portons 
enfin , sur cette droite om , une longueur om proportion- 
nelle au carré du rayon vecteur ol [ om := — j - 

I^ 'extrémité m de cette droite om décrira nue parabole 
ayant son foyer au point o. {Chasles, aperçu historique, 
page 852.) 

■ Démonstration. En se servant des coordonnées po- 
laires, on reconnait immédiatement, dans l'équation de 
la courbe dérivée, l'équation d'une parabole dont le 
foyer est l'origine, c'est-à-dire le point fixe o. 

O&iervafi'on. Êtan t données plusieurs droitesL, L',etc., 
sur un plan^ si nous appliquons à ces droites la transfor- 
mation du lemme 1 , relativement au même point o et an 
même axe 0J7] nous obtiendrons des parabolesP, P',etc., 
ayant leur foyer en o , et que nous appellerons correspon- 
dantes Aes droites L, L', etc., dans le même système mé- 
tamorphique. 

Lemme 2. L'angle sous lequel se coupent deux para- 
boles homofocales est égal à l'aigle des droites auxquelles 
elles correspondent. 

Démonstration. En effet, i" l'angle de deux paraboles 
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hoDiofocales est moitié de l'angle de leurs axes focaux ; 
a" on peut voir immédiatement, par l'équaiion de la 
parabole correspondante à une droite L, que IJangle des 
axes de deux paraboles bomofocales est double de l'angle 
des droites correspondantes. La même cbose s'aperçoit 
pins facilement encore par des considéra tionï géomé- 
triques. Donc l'angle des droites est bien égal à l'angle 
des paraboles correspondantes. 

Conséquences, i". Il résulte immédiatement de là que 
tous les théorèmes de collinéation sur des droites s'ap- 
pliquent immédiatement aux paraboles bomofocales. Pre- 
nant, en particulier, les théorèmes connus sur les hau- 
teurs et les bissectrices a'un triangle, on retrouve les 
théorèmes énoncés par M. Strebor (voir t. YII, p. 397}. 

a". Dans le système métamorphique actuellement con- 
sidéré, à un cercle dans le système primitif correspond 
un ovale de Descartes dans le système dérivé (aperçu 
historique, note XXI, page 35 1). Donc, invoquant l'éga- 
lité des angles inscrits dans un même segment de cercle , 
on a le théorème suivant, donné par M. Strebor. 

Tbéoeêhe- St deux arcs de paraboles circonfocales 
passent respectivement par deux poinU fixes et se cou- 
pent sous un angle constant, leur point d'intersection 
décrira un ovale de Descartes. 

Observation. Tous les théorèmes précédents sont con- 
tenus dans la note XXI (pages 35o-352) de Vj4perçu 
historique de M. Chastes. La dernière proposition y est 
énoncée tout au long, à cette seule différence prés, que 
l'angle des paraboles est remplacé, dans l'énoncé, par 
l'angle de leurs axes; ce qui revient au même, comme nous 
l'avons dit. Quant au lemme 2, il est aussi renfermé im- 
plicitement dans la même note. 

ÀHn. de Mmhémtt.. t. IX. (Scplembra iSJo.) 31 
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SOLUTION DE LA QIESTION «3 

ET NOTE SUR lES TRANSVERSALES SPHÉRIQUES 

Pàk m. l'abbé JULLIBN, 
Prorcsseur de mathémiliques. 

Deux triangles sphériques ABC, A'B'C, situés sur 
une même sphère, sont tels, que les arcs de grandcercle 
AA', BB', ce concourent en un même point S ^ les inter- 
sections de AB afec A'B', de ACai^c A'C, de BC avec 
B'C, sonlsur un arc de grand cercle. (Fihck.) 

Puisque la théorie des transversales rcctilignes peut 
être transportée dans la géométrie sptéricpie , pourvu que 
l'on cliange les lignes droites en arcs de grands cercles, 
et que , dans les relations entre les segments , on substi- 
tue aux segmeuu leurs sîuus , ou a , en considérant les 
triangles ABS , ACS , BCS et les transversales A'B', A'C, 
B'C, et les intersections D , E , F de AB et A' B', AC et 
A'C, BC et B'C, 

sinAD.sîn A'S.sinBB' = sinAA'.sinB'S.sinBD, 
ùnCE.sinC'S.sin AA' = sinCC'.siiiA'S.ùnAE. 
»inBF.sinB'S.sinCC'=siDBB'.sinC'S.ainCFj 
d'où l'on tire, par la multiplication, 

sin AD.sin CE. »□ BF =: sin BD.dn AE.sîo CF. 
Les points D, E, F sont donc sur un même arc de grand 
cercle. 

Ce théorème est connu dans la géomiétrie plane et rec- 
ti ligne. 

M. Brianchon (Journal de l'École Polytechnique, 
i3' cahier, page 239) considère ce dernier théorème 
comme un cas particulier du théorème suivant : 
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Sil'on trace un triangle surla surface extérieure d'une 
pyramide triangulaire, et qu'on mène les diagonales 
des trois quadrilatères formés sur les faces de la pyra- 
mide pai' ses arêtes , l 'intersection de la base et le côté 
du triangle , le plan de la hase , le plan du triangle et le 
plan conduit par les intersections des diagonales dans 
chaçue quadrilatère , se coupent suivant une même ligne 
droite. 

En effet, de cette propositioD , il résuite que les inter- 
sections des eûtes des triangles avec les càtës correspon- 
dants de la base sont, dans l'espace, sur une môme ligne 
droite, et si l'une des arêtes de la pyramide se rapproche 
indéGninient du plan des deux autres, ces trois intersec- 
tions, qui seront à la limite celles des côtés anal(^ues de 
deux triangles ayant leurs sommets sur trois droites con- 
courantes , resteront en ligne droite. 

Il sera peut-être utile auï élèves de montrer ici com- 
ment on établit la théorie des transversales sphériques. 

Théokême. Tout arc de grand cercle délermùie, sur 
les trois côtés d 'un triangle sphérique ou sur leurs prolon- 
gements, six segments tels, que le produit des sinus de 
trois segments non consécutifs est égal au prodtât des 
sinus des trois autres. 

Considérons le triangle ABC et un arc transversal cou- 
pant les côtés AB , AC , BC en F, E, D. 

On a , dans les triangles AEF, CDF, BDF : 
sinAËlsinAP :: sinF:sinE, 
sÎD CD : sin CE : : sinE : sia D, 
sinBF:sinBD :; nnDrsiaP; 

d'où l'on tire, en égalant le produit des extrêmes au pro- 
duit des moyens et multipliant, 

sin AE.sinCD.sinBF = sin AF.sinCE.sinBD. 
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Toute la théorie des transversales sphériques se déduit 
<Ie ce tliéorème de la même manière que la théorie des 
'ersalcs rectîlignes se déduit du théorème analogue. 



NOTE SUR LE TRIANGLE RECTIUGNK-, 

P*i M. J. MENTION. 

Le but de cette Note est de mettre en lumière certaines 
propriétés déjà connues, et d'en dgnaler d'autres non 
encore remarquées. 



1 . Les points où les bissectrices coupent le cercle cir- 
conscrit sont les milieux des distances des centres du 
cercle inscrit et des cercles ex-inscrits (I, I', I", I*), On 
le reconnaît directement, ou, si l'on veut, c'est une con- 
séquence de la propriété du cercle des neuf points. 

Bobillier [Géométrie, § 5, proposition VI) s'est servi 
de cette propriété pour donner la valeur de la distance 
des centres du cercle inscrit et du cercle circonscrit, vé- 
riiiéeparSimon Lhuilier (annales de Gergonne, tomel, 
page 149) assez péniblement. Mais personne neme parait 
en avoir tiré le parti que voici. 

Lesmilietixdell'etI''I'" étant sur un même diamètre, 
comme les distances de ces milieux au c6té a sont égales 
à j (a — r) et î (P H- y) , (r, « , p, 7 longueurs des rayons 
des cercles inscrits et ex-inscrits), il faut en conclure 
4 R = « + p + y — r, où R est le rayon du cercle cir- 
conscrit. 

R — i/, R-hr/ sont aussi des expressions de ces distances : 
d'où les égalités 2R = af/+a — r, aR = (3-H7 — arfet 
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deux autres de même espèce, dam lesquelles <2, d'. d" rc- 
présentent les distances du centre du cercle circonscrit 
aux trois c6tës a, b, c. Ajoutant ensemble les égalités 
d'une même espèce et tenant compte de la valeur ci-dessus 
dea+ P + y — r, on arrive à <i + ti' + rf" = R + r. 

C'est un tLéorème dû à Camot (Géométrie de posi- 
tion, n° 137), et M. de Lafrémoire, dans son ouvrage, 
a donné la démonitratîon de Camot (page sSsj.Les éga- 
lités précédentes donnent lieu à quelques remarques que 
je passe sous silence. 

2. Théoaèhe. Les perpendiculaires abaissées des 
sommets du triangle et du point de rencontre de ses 
hauteurs sur les droites qui joignent les pieds de celles- 
ci, sont des rayons du cercle circonscrit au tiiangle ou 
de l'un des cercles circonscràs aux triangles dont les 
sommets sont le point de rencontre des kautews et deux 
des sommets du triangle proposé. 

^ un sommet donné, dans cliacun des quatre triangles, 
correspond la perpendiculaii-e sur la droite joignant les 
pieds des hauteurs issues des deux autres sommets. 

^application aux triangles {I'I"I'", II'I"', .,.). Les 
douze rayons des cercles inscrit et es-inscrits perpendi- 
culaires au côté du triangle, sont des rayons des cercles 
circonscrits aux triangles (I'I"I'", II'I™). Si {a, a) dé- 
sire le rayon du cercle a perpendiculaire au côté a, il 
Faut ainsi grouper ces douze rayons : 

a), (b, p), (c, y) passent par le cercle circoDSCcit.à l'I"!" 

').('.«,(». 7) •■''■ ii'i" 

'■).('.'■).(•■■ 7) «■ II'I' 

'),(«■?).(',") «. in- 

Corollaire. L'aire d'un triangle est égale au rayon du 
cercle circonscrit multiplié par le demi-périmètre du 
triangle formé par les droites joignant les pieds des per- 
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pendiculaircs. M. de Pistoris [jàimalcs, t. V, p. 453; 
arrive difficilement à cette cxprc-ssioa. 

Pour les trois autres triangles jAHB, ...,) , il n'y a 
qu'à mettre dans cet énoncé le demi-périmètre diminui- 
ilel'une des droites. H est le point de rencontre des trois 
hauteurs. 

application. Les surfaces des quatre triangles formés 
dans (l'I"!'") sont zpR, 2{p—a)'R, ^{p — b)K, 

THionÈME. La bissectrice d'un angle divise en deux 
parties égales l'angle formé d 'un rayon du cercle cir- 
conscrit et delà hauteur partant d'un même sommet. 

application. Construire un triangle, connaissant les 
longueurs d'une hauteur, d'une médiane et d'une bissec- 
trice issues d'un même sommet. 

3. Des tangentes communes. Outre les cAtés, il t a 
encore six tangentes communes aux systèmes de deux des 
cercles (r, a, p, y) dont les centres de similitude sont tes 
pieds des six bissectrices. 

Tang{r,ij;) représente la tangente commune aux cercles 
(r}et (a), etc. 

Du théorème précédent, je déduis fort aisémeut : 

Corollaire. Ces six tangentes sont parallèles deux à 
deux et perpendiculaires aux rayons du cercle circonscrit 
issus des sommets. Ainsi de taug {/-, a) et tang {^, -/). 
Alors , ces tangentes sont parallèles aux lignes joiguanl 
les pieds des perpendiculaires : ce qu'on voit directement' 

Les tangentes (r, et), (P, 7) coupent le c6té a aux points 
où les bissectrices partant de A le rencontrent. Quant 
aux côtés b, c , on rabattra sur chacun d'eux, à la suite 
du sommet A et dans la direction de ses côtés pour la 
première tangente, dans la direction inverse pour la 
seconde, !cs longueurs c, J. 

A cause de cela, j'appellerai ces deux tangentes, l'une 
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tangente commune directe relativement au sommet A, 
et l'autre tangente commune imvrse relativement au 
sommet A. 

ThéorIocb. La droite joignant deux points de contact 
du cercle inscrit, la droite joignant les pieds de deux 
perpendiculaires, et celle enfin qui joint les points de 
rencontre de deux bissectrices avec les côtés opposés, 
vont concourir en un même point. 

Soit A le sommet mis de calé dans l'énoncé. Pour dé- 
montrer le tWorème^ on remarquera que la droite des 
pieds est parallèle à la tangente commune inverse relatif 
rement au sommet A , que celle-ci et la droite des points 
de rencontre des deux bissectrices, coupent le c6té a an 
même point , et enfin que la droite des points de contact 
est parallèle à la bissectrice externe de l'angle A. 



QUELQUES MOTS SUR L4 GROMÉTaiB SPHÉRIQUI; 

P*B H. LEBESGUE. 

1 . Puisque de nombreuses propositions sur les figures 
planes passent de la surface sphérique à la surface plane 
avec ou saus modification , il semble que les auteurs d'E- 
léments de géométrie auraient dû donner les propositions 
vraies dans lesdeus cas, sauf à établir ensuite la modifi- 
cation pour la surface plane. 

Ainsi, de la propriété du triangle isocèle, on tirera sans 
difficulté ce théorème : 

Tout polygone plan ou sphéritjue d'un nombre de 
côtés pairs, convexe et inscrit, est toujours tel, que la 
somme des angles de rangs impairs est égede à celle des 
angles de rangs pairs. 
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Corollaire. Pour le tjaadrilatère plan , la somme des 
xnglea opposés vaut deux droïis, puisque la somme des 
quatre angles vaut quatre droits. 

2. Théokèmb. Dans un triangle inscrit, plan ou sphé- 
rique, fieua: sommets A , B étant fixes et le troisième C 
mobile, la somme A + B — Cest constante. 

Cela se tire facilement de la proposition du triangle 
isocèle. 

Corollaire. Pour le triangle plan, C est consunt 
puisque 

A + B — C el A + B + C=2rf 
sont des quantités constantes. 

3. Il serait facile de multiplier les théorèmes sur les po- 
lygones inscrits cl circonscrits. Je me borne à faire voir 
comment le théorème précédent donne de suite un théo- 
rème de Lexell sur les triangles sphériques équivalents. 

Pour que l'aire du triangle sphérique ABC de base 
donnée AB soit constante , il faut qu'en représentant par 
A , B , C les axes de grand cercle qui mesurent les angles 
A, B, C, et par 4QI3 circonférence du grand cercle, on 
ait 

A + B + C — 4Q 
constant. 

Or si Ton conçoit les diamètres AOA', BOB', où O est 
le centre de la sphère ; dans le triangle sphénque A' B' C , 
on aura évidemment 

A = 2Q — A', B = îQ — B'; 
de sorte que 

A -+-B+C — 4Q = C — (A'4-B'). 
Ce qui montre que le triangle CA'B', qui a deux sommets 
tixcs, est inscrit dans le même cercle , quel que soit le 
point C. 
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En eflct, 

C = A'CP + PCB' = CA'P + CB' P = A' + B' + 3 PA'B', 
où P est le pôle du triangle CA'B', 

C — (A' + B') = 3PA'B', 
ce qai détermine le pôle indépendamment de tonte poù- 
tion particulière du point C. 

Cette démonstration revient, je crois, à celle de 
M. Steiner {voir tome IV, page 587 ; tome V, page aa). 

4. De même, dans la solution des problèmes, les auteors 
d'^éments auraient dû conserver les constructions qui 
s'appliquent également aux fîgnres planes et aux sphé- 
riqucs. 

Voici une construction pour la tangente au cercle par 
un point extérieur A. 

Construction d'Euclide. 

Du point O centre du cercle, avec le rayon OA, décrivez 
le cercle concenirique ; par le point D, où OA coupe la 
cirronférence, menez la perpendiculaire DCàOD, coupant 
la grande circonférence en C; tirez OC coupant la petite 
circonférence en B ; AB sera la tangente. 

Cette proposition s'étend à la sphère , OA et DC étant 
des arcs de grands cercles perpendiculaires. 

On donne ordinairement nue construction fondée sur 
la propriété de Tangle inscrit, on décrit un demi-cercle 
sur le diamètre OA, ce qui détermine les points de contact; 
ceue construction n'est plus bonne pour la sphère. 11 
semble que ta construction d'Euclide, qui revient à con- 
struire un triangle rectangle dont l'hypoténuse est OA , 
aurait pu rester dans les Éléments. 
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KLÉMeNTSDsGÉOMÉrniE descriptive; par M. y. Babinet, 
ancien élève de l'Ecole Polytechnique, membre de 
riastitut, etc. Paris, i85o. 

\ oilà lin livre destiné à réussir par deux raisons : d'a- 
hord il est bien lait; ensuite il vient à propos remplir 
une lacune dans renseignement de la Géométrie descrip- 
tive. On peut , en ciTet, classer les ouvrages consacrés à 
cette science en denx catégories; l'une comprenant les 
grands traités de Monge, de Hachette, de M. Vallée, de 
M. Leroy, de M. Th. Olivier, et l'autre une série de 
traités beaucoup plus élémentaires, destinés aux com- 
mençants ou à ceux qui doivent passer certains exameus- 

Or, depuis quelque temps, ces examens se sont ëien- 
dus; on exige beaucoup plus des candidats aux diverses 
écoles publiques. Par exemple, à l'Ecole Polytechnique, 
le cours de géométrie descriptive proprement dite a été 
relégué tout entier dans le programme d'admission, et l'on 
ne s'occupe plus à l'École que des applications à la coupe 
des pierres, à la charpente, etc. 

De là, ut^ncc de fournir aux jeunes gens un traité 
plus complet que les livres de la seconde catégorie, et 
plus élémentaire que les grands ouvrages des maitres dont 
je viens de parler. 

Tel parait avoir été le but principal que s'est proposé 

[■) Tous les Duvraco «nooncés dtni les NowrUet Aimâtes de Mit^- 
Bialifiies le trouienl chci H. Bicbilibk, libraire, quai dec Auguslint. 
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M. lïabinpt en écrivant ce nouvel ouvrage. M. Babinet 
n'a jamais professé la géométrie descriptive, et peul-ôtrt 
s'en aperce vra-t-on au style de sou livre ; mais , en aa 
qualité d'ezaqiinateur à l'Ecole Polytechnique , il a pu, 
mieux que bien des professeurs , juger des difficultés spé- 
ciales que ce genre d'études présente aux élèves , des idées 
fausses qu'ils se fontsouvent, faute d'avoirété avertis, sur 
une science si différente de celles dont on les occupe d'or- 
dinaire; il a dû réfléchir plus que personne aux moyens 
de ramener l'esprit des élèves au vrai poLat de vue où l'on 
doit se placer pour bien apprécier cet ensemble qui est , 
à la fois, une science et un art. 

Là est la source des qualités qui distinguent ce livre. 
Le point de vue concret, le but pratique si essentielle- 
ment propres à la géométrie descriptive, y sont rappelés 
à chaque pas. Et si M. Babinet est , sortout à l'Académie, 
un savant théoricien auquel les doctrines les plus abs- 
traites sont familières, on se souvient néanmoins, en 
lisant son nouveau Traité , que le célèbre physicien a dé- 
buté par âtre un officier d'artillerie, habitué à se servir 
de la science comme d'un outil. 

Quant aux difficultés d'examen , aux chicanes de détail 
par lesquelles on peut s'assurer si l'élève a compris et s'il 
est réellement maître de son sujet, elles ont été laide- 
ment traitées. L'auteur ne cherche pas à tout dire, on 
ne viendrait point à bout d'épuiser les difficultés; mais il 
insiste sur les moyens généraux de les résoudre toutes , 
et n'épargne pas les exemples. Parmi ceux-ci, on remar- 
quera bon nombre de questions nouvelles élégamment ré- 
solues pom' la plupart. Sans doute l'élève éprouvera quel- 
que peine à se familiariser avec la manière concise et 
parfois trop brève de M. Babinet; il en voudra k l'autcnr 
de n'avoir pas suivi l'usage, qui consiste à toujours pré- 
senter les données graphiques dans certaines positions 
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commodes et conventionnelles ; mais il reconnaîtra bien- 
tàt l'avantage de cette manière à ses propres progrès, à 
la facilité rapidement acquise de répondre à tout, de se 
tirer par lui-même des difficultés imprévnes. 

Après ces éloges que je crois mérités, ne pourrai-je 
aussi hasarder quelques critiques? Si elles sont fondées, 
l'auteur pourra facilement en tenir compte dans les édi- 
tions futures. Ces critiques porteront sur trois points: 
l'ordre des matières, la nouvelle théorie du dévelt^pe- 
ment et l'appendice qui termine le livre. 

Pourquoi l'auteur place-t-il les intersections de stir- 
faces avant les plans tangents ? Je n'ai rien trouvé dans 
l'ouvrage qui justifiât cette dérogation aux usages établis. 
On peut dire , à l'appui de l'usage , que le mode de contact 
d'une surface et d'un plan est la première chose à ensei- 
gner , après lë mode de gi^nération , pour l'exacte connais- 
sance de cette surface. Par exemple , l'élève est bien plus 
frappé de la diiTérencc essentielle qui existe entre les sui^ 
faces de révolution du second degré , s'il considère leurs 
contacts avec un plan , que s'il étudie la nature des courbes 
d'intersection. Celles-ci peuvent être de même espèce 
pour des surfaces bien dillërentes; les contacts, au con- 
traire, diffèrent aussi profondément que les surfaces 
mêmes. Ensuite, pour représenter graphiquement les 
surfaces et pour savoir où chercher les points de leurs 
mutuelles intersections, il est bon de déterminer préala- 
blement les limites de leurs projections; or ces limites 
impliquent la considération des plans tangents. Enfin si 
l'on attache tant d'importance aux tangentes, en géomé- 
trie descriptive, n'est-ce pas, eu partie, parce qu'elles 
guident l'œil et la main du dessinateur dans le tracé exact 
des courbes d'intersection? 

Passons à la nouvelle théorie du développement ensei- 
gnée par M. Babinct. L'auteur a grandement raison d'in- 
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sister sur la méthode géDérate qui coosiste à construire 
l'épure du développe ment par une suite de triangles jux- 
taposés dont les trois côtés sont mesurés directement sur 
l'épure de la surface développable. Cela revient à ideoti- 
fier, en pratique, une telle surface avec un assemblage 
de facettes planes analogue à un prisme ou à une pyra- 
mide. Mais tant qu'il ne s'agira que de canes ou de cy- 
limlrcs, et c'est là te cas ordinaire, on préférera toujours, 
je pense, à cette succession de triangles où un des côtés 
doit èlve constamment fort petit et où les erreurs inévi- 
tables du tracé peuvent s'accumuler et devenir très-sen- 
sibles, on préférera, dis-je, la construction habituelle 
par la section auxiliaire , droite dans le cylindre , sphé- 
rîqae pour le cône. Il ne faut pas , en effet, oublier cetie 
simple remarque pratique : le nombre des points néces- 
saires pour tracer une courbe à ta main est bien moindre 
(surtout quand on peut déterminer quelques tangentes) 
que le nombre d'ouvertures de compas qu'il faut porter 
sur cette courbe pour en déterminer la longueur. Faites 
donc en sorte , quand cela est possible , que ces deux opé- 
rations si distinctes ne se confondent pas. Au reste, l'au- 
teur n'a point né^igé les solutions ordinaires; seulement 
il les donne à contre-cœur. 

Reste l'appendice , on M. Babînet a renvoyé l'examen 
de plusieurs difficultés et quelques détails sur les rabatte- 
ments ou sur les changements de plan de projection. 
L'auteur aurait mieux fait, à mon avis du moins, do 
présenter ces considérations très-importantes dès le com- 
mencement du livre. Il a cité , à deux reprises , un dicton 
attribué à l'école de Monge : it Apprenez à trouver le 
i> point de rencontre d'une droite et d'un plan et la dis- 
n tance de deux points; c'est là toute la géométrie des- 
I) criptive. m Ne serait-ce pas un meilleur conseil à donner 
aux élèves que de leur dire -. n Apprenez à changer de 
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Il plans de projcctioo, ei voua saurez lever toutes les dif- 
u ficullés? » Ces difficultés tiennent toutes, en effet, à ce 
que les dMiDées occupent des positions défavorables par 
rapport aui^ plans coordonnés; il suffit de changer ceux- 
ci. C'est ce que savent bien tous les élèves formés par 
notre émluent professeur, M. Olivier, dont les méthodes 
mériteraient d'être plus largement iotroduites dans l'en- 
scignemeut qu'elles ne l'ont été jusqu'ici . 

Ajoutons , pour terminer cette critique , que M. Babi- 
iiet aurait pu, sans inconvénient, supprimer certains 
problèmes et certaines épures, telles que la tangente à une 
courbe quelconque par la singulière méthode de Hacbelle, 
l'intersection d'un tore par une sphère et la spirale co- 
nique; je regrette aussi de ne pas voir, dans la section 
droite d'un cylindre oblique, une reproduction plus fi- 
dèle de l'épure maintenant classique de M. Olivier. 

Si je voulais mettie autant de détails dans t'éloge cjue 
dans la critique , cette analyseseraît beaucoup trop longue. 
Il y aurait n féliciter M. Babinet de tout ce qu'il a dit 
d'excellent sur les raccordements des courbes et des sur- 
faces, sur les développements graphiques, sur les ombres, 
la perspective, etc. , surtout de ses conseils au lecteur et 
des problèmes d'exercice qu'il lui propose à chaque pas. 
L'auteur me parait avoir lui-même résolu ce triple et dif- 
ficile problème : réunir, sous le plus mince format, tout 
ce qui est nécessaire pour familiariser l'élève avec le véri- 
table esprit des méthodes, sans perdre de vue les exigences 
de l'cKamen. Après avoir étudié ce livre, l'élève sera, je 
ci-ois, parfaitement préparé à tous les genres de difficultés. 
H. Fate, 
MembR lie l'Instiliil. 
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Leçoks moovelles de Géométrie ËLéHEimiiie; par 
M- j4. ^mio((*), professeur de ma tWma tiques au 
Lycée Bonaparte, à Paris. In-g", I-VU", 338 pages, 
figures dans le texte. 

L'auteur adopte la grande dichotomie de la science de 
l'étendue en géométrie plane et géométrie de l'espace^ 
division naturelle que M. Vincent a introduite le premier, 
à ce que je crois, dans l'enseignement. Les sous-divi- 
sions sont indiquées par livres et chapitres. 

Le livre I*' (S-aS) est intitulé : La ligne droite et la 
ligne brisée, et il débute par la recherche de la commune 
mesure de deux lignes et de leur rapport : c'est la troi- 
sième proposition du dixième livre d'Enclide. Arbogast a 
eu l'idée de fonder sur cette recherche la théorie des in- 
commensurables. Legeudre aussi a placé cette recherche 
en tète de sa Géométrie, mais sans en tirer peut-être tout 
le parti convenable. C'est encore M. Vincent qui a, le 
preiiûcr,dëveloppédidactiquemeniridéed'Arbogast. Dans 
l'ouvrage actuel , l'exposilion de cette doctrine est très- 
claire et a, entre autres, le mérite de la brièveté. Lamente 
locution sert aux démotistratioos du même genre, ce 
qui donne des faciliiés à l'intelligence et à la mémoire. 
Le chapitre III (i3-i6) traite de la perpendiculaire et 
des obliques. Nous croyons que ces théorèmes font double 
emploi avec les théorèmes sur Tégalité et les inégalités des 
triangles , objets du chapitre V ; il faudrait éviter do don- 
ner de simples corollaires comme des propositions fon- 
damentales. Le chapitre suivant (17-21) traite des paral- 
lèles, geometrarum crux. M. Gergonne a donné le sage 
conseil d'adopter pour axiome que , par un même point , 
on ne peut mener qu'une seule parallèle à une droilc. 

l*) Ne pBi confondre avec un homaDjroe, laati savant Qùomclre, pru- 
(MMur an lycée Saint-Loub. ( a>lr lome VI , page ^07. ) 
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Pourquoi faire de cei axiome le sujet d'un théorènie? 
c'est le premîerde ce chapitre. Il me semble que le même 
raisonnement pourrait servir à démontrer que, par un 
même point, on ne petit mener deux asymptotes à l'hy- 
perbole. Dans le chapitre VU, consacré aux pol^^ones, 
on ne dit rien des polygones non convexes. C'est une la- 
cune. On rencontre souvent ce genre de polygones dan» 
les arts , par exemple , en fortification. On peut consulter 
l'excellent article de M. Barbet (page i83). 

Le livre II (BS-ya) est intitulé : De la circonférence 
dii cercle. La tangente est considérée comme la position 
extrême d'une sécante tournant autour d'un de ses points 
d'intersection. Cette définilion infinitésimale est utile. 
La mesure des angles dans le cercle tit des problèmes siir 
des constructions diverses remplissent les chapitres IV, 
V, VI, VU (49-63). Le chapitre VIH est intitulé : i>ofy- 
gones inscrits et circonscrits. En parlant du quadrilatère 
circonscrit , on a omis le quadrilatère non conve^ el 
l'observatioa si juste de M. Steiner (t. VIII, p. 367). Le 
livre est terminé par trente problèmes ; le second a pour 
objes de démontrer que la somme des distances aux som- 
mets d'un point situé dans Vintérieurd'un triangle est com- 
prise entre le demi-pérî mètre et le périmètre du triangle. 
La même propriété existe dans tous les triangles géodé- 
siques. 

Le livre III est intitulé : Des transversales dans le 
triangle (73-126). Voici donc enfin la géométrie seg- 
mentaire introduite r^ulièrement ; elle n'est plus relé- 
guée dans les recoins obscurs d'un appendice , ni impri- 
mée en illisibles caractères microscopiques. Les théorèmes 
sont exposés avec te même soin que ceux de la géométrie 
ordinaire. On considère les transversales dans le triangle , 
dans la circonférence ; la division harmonique et anfaar- 
monique; les puissances de M, Steiner; les radicaux de 
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M. Gautier, les involmions de Desargaes, les centres 
d'involution de M. Chasles et les polaires de ta Hire; 
c'est encore une heureuse innovation, presipie une bar- 
diesse , de citer des géomètres dans un ouvrage élémen- 
taire de géométrie. M'est-il pas à craindi-e que les çJèves 
ou des élèves ne veuillent les connaître P 

Il est à regretter qu'on n'ait pas fait uss^c de l'expres- 
sion homographique, si commode, si pittoresque, et 
d'autant plus importante qu'elle sert de base à une mé- 
thode, enseignée aujourd'hui en Sorbonne. Dans le cha- 
pitre de la similitude, on parle du cenU'e de similitude 
d'Euler et de Vhomothétie de M. Chasles. 

Ce livre est terminé par une série de problèmes et de 
Ueux géométriques très-instructifs. Il est fâcheux qu'on 
ait relégué la génération bifocale du cercle dans un co- 
rollaire i c'est ime proposition fondamentale. C'est ici 
l'endroit où il fallait traiter de la génération bifocale des 
coniques et de la génération modulaire (*) , qui com- 
prend aussi la parabole ; car les coniques appartiennent 
aux éléments de géométrie synthétique autant que le 
cercle et la droite. Elles ont plus d'importance et ne pré- 
sentent pas plus de difficultés, en se bornant aux pro- 
priétés cinématiçues, résultant de la loi du mouvement. 

Le livre IV {iiiy-ij5) est intitulé : Propriétés mé~ 
triques des figures. Le théorème dit de Pjtbagore est le 
premier du chapitre II (page iS^). La démonstration 
semble peu naturelle : celle d'Euclide me parait préfé- 
rable. Le théorème IV donne l'aire du triangle en fonction 
des côtés, par ta voie analytique^ l'aire du cercle- est 
donnée selon la méthode d'Ârbogast , par les limàes. On 
a omis ce théorème qui sert de fondement à cette théorie: 

[') Les Anglais noniaieDt géDération modulaire, toni lieu géomëtriqnc, 
réiulUDt de fojen, de directrleea et d'un rapport (modute) donnéa. 
Am. ie Maihémai., t. IX, (Septembre tSSo.; 33 
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loraquo deux quanlités coiislantes sont toujours reofer- 
mées entre deux variaLles dont la difTérence diminue indé- 
Bnimcnt, les quantités constantes sont égales, n est calculé 
d'après le procédé dit du géomètre allemand SchwaL. Il 
est vrai que 1. Schwab est né, en 1765, à Mannheiiii ou 
aux environs ; mais lorsqu'il a piiUié son procédé, il était 
citoyen français, éubli à Nancy. Voici le titre de son ou- 
vrage : Éléments de géométrie oà la théorie rfc la ligne 
droite et des parallèles est démontrée rigoureusement et 
à la portée des commençants , awec un nouveau moyen 
d'approcher plus promptement du rapport de la circon- 
férence au diamètre ,■ par J. Schwab ; première partie : 
Géométrie plane. Nancy, 181 3, in-S" de 107 pages. L'au- 
teur est mort dans celte ville , le a3 novembre de la même 
année (*}. 

Le livre V est le premier de la géométrie de l'espace; 
il traite des angles solides et des faisceaux planaires har- 
moniques et an harmoniques. Le dernier chapitre, in- 
titulé: Syméirie, contient les trois dispositions symé- 
triques , par rapport à un point , à un axe et à un plan. 

Les propriétés projectives, cylindriques et coniques 
auraient été bien placées ici. 

Les deux derniers livres coniienneot les propriétés et 
les mesures des surfaces coniques , cylindriques et sphé- 
riques. Les déBnitîous sont d'une grande généralité et 
embrassent les surfaces réglées et les suHâces de révolu- 
tion. Un chapitre spécial est consacré au triangle spfaé- 
rique; Taire de ce triangle est le sujet du théorème V du 
livre VllI (page Sij) ; L'aire d'un triangle sphéritfue est 



(*) Il BTtit quitte le ptjs natal pour venir jouir, en I793| de la libcHé 
illimitée en France. Dis son arriicc k Strasbourg , il lut incin^rê comme 
buspect ëlmnijer. Dana sa prison, il se mil à étudier te franfaÎB, en appre- 
nnnl par co^ui- toiil le diclronnaire: c'clnil sa manière d'appreiulre le« 

langues. 
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égale au produit du rayon de la sphère par l'arc de 
grand cercle qui mesure la somme de ses angles', dimi- 
nuée de deux angles droits. Knoncé clair. 

A la suite de chaque livre oo trouve des problèmes et 
des lieux géométriques très-instructifs. 

Dans les ouvrages de géométrie, chaque théorème s'ap- 
puyant sur des précédents est rempli de citations de ces 
précédents. Dans les Leçons nouvelles, on ne rencontre 
aucune citation de ce genre ; c'est une singularité. 

Au résumé , nous possédons enfin un Traité didactique 
où l'on peut apprendre la géométrie , non pas telle qu'elle 
était en 1800, mais telle qu'elle est en i85o. Étudier ce 
Traité est un excellent moyen de se préparer aux exa- 
mens. Est-ce le meilleur moyen de se préparer aux exa-' 
minateurs? je l'ignore (*). Lorsque tant d'ouvrages élé- 
mentaires, semblables à l'hirondelle, présentent beaucoup 
d'eavei^re et peu de corps , nous avons ici , au con- 
traire, sous un petit volume, de grandes richesses. Pro- 
fitons-en; mettons-nous à l'étude, et ne justifions pas 
cette assertion de Jean^Jacques , que nous préférons tou- 
jours une mauvaise manière de savoir k une meilleure 
manière d'apprendre. 
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M«TB SUR LB PROBLEME BU BILURB CIRCUUIRE; 

Par m. Arbl TRANSON. 

Une bille étant placée sur le plan d'un cercle, dans 
quelle direction faut-il la lancer poér qu'après deux ré- 
tlexîom sur la circonférence, elle revienne au point de 
départ ? 

Ce problème a été résolu géométriquement par Léon 
Anne dans le premier volume des Nouvelles Annales , 
page 36 , mais pour le cas seulement où le point de départ 
est dans l'intérieur du cercle. En traitant la question plus 
généralement , on rencontre quelques circonstances qui 
méritent d'être notées. 

Je prends pour inconnue la perpendiculaire abaissée 
du centre sur la direction que la bille devra suivre. On 
obtient alors l'équatîon 



où r est le rayon du cercle, et a la distance du point de 
départ au centre. Ainsi on aura à construire un recUnglc 

dont la surface est — , et dont les côtés ont entre eux la 
différence de longueur exprimée par — 

Ces deux côtés représentent les racines toujours réelles 
de l'équation précédente. Mais si a e»t plus petit que r, 
c'est-à-dire si le point donné est dans l'intérieur du cercle, 
l'un des deux c6tés du rectangle est toujours moindre que 
41, et l'autre toujours plusgrand. De sorte que, d'après 
la signilication même de l'inconnue, la question propo- 
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séc ne peut ùtre résolue que il' une seule façon. Au con- 
traire , si le point donné est extérieur , c'est-à-dire si a 
i^t plus grand que r, alors les deux valeurs de x sont 
moindres que r, et , par conséquent , il y a deux solutions 
bien distinctes ; ce dont on se rendra compte aisément 
par la considération de la Bgurc. Mais alors il faut con- 
sidérer le point donné , appelé point de départ, comme 
un point placé sur la direction de la bille , et devant en- 
core s'y trouver après deux réflexions successives. Cepen- 
dant, en supposant ouverte la bande du billard circulaire, 
on pourrait réaliser l'une au moins de ces deux solutions 
dans le sens précis de l'énoncé du proUème. 

Appelons C le centre du cercle, A le point de d^tartdc 
la bille situé à l'extérieur du cercle, et B le point de la 
circonférence entre A et C sur la ligne qui joint ces deux 
points. 

Si le rayon CB se trouve être le plus grand segment 
de la distance CA partagée en moyenne et extrême raison, 
«■t si, du point A comme centre avec Clî pour rayon, on 
décrit une circonférence qui coupe la circonférence don- 
née au point D ; la bille , lancée dans l'inlérieur du cercle 
sous ta direction AD, y décrira, par ses réflexions suc- 
cessives , un décagone convexe dont deux côtés seront 
dirigés vers le point A, 

Si le rayon CB se trouve être le plus petit sèment de 
la disUnce C A partagée en moyenne et extrême raison , et 
si , du point A comme centre, et pour rayon le côté du 
pentagone étoile inscrit à la circonférence donnée , on dé- 
crit ime circonférence qui coupe la circonférence don- 
née au point D ; la bille tancée dans la dii'ection AD 
parcourra dans le cercle un pentagone convexe dont 
deux côtes seront dirigés vers A. 

Ces deux propriétés sont analogues à celles qui ont été 
démontrées dans l'article ci-dessus cité, relativement à 
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deux situaiiotis particulières du poitil A dans l'intérieur 



GONCOUB^D'AflRteATHHI PHIB LES LYCfiBS, EN 1859 



1°. Composition d'aruUyse. 

Si noe courbe à double courbure a sa première cour- 

bare constante , le lieu des ceatres de courbure se confond 

avec l'arête de rebrouasemeat de la surface enveloppe des 

plans normaux, et réciproquement. 

a". Composition de mécanique. 

1°. Un point matériel pesant est assujetti à glisser 
sans frottement sur une courbe liée invariablement à un 
axe vertical, autour duquel elle tourne d'un mouvement 
uniforme ; on demande à quelle condition la courbe doit 
être assujettie, pour que le point glisse d'un mouvement 
uniforme. 

a°. Une droite sur laquelle peut glisser un point ma- 
tériel pesant tourne d'un mouvement uniforme autour 
d'un axe horizontal auquel elle est liée, mais qu'elle ne 
rencontre pas ; déterminer le mouvement du point sur la 
droite. 



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES SURFACES ALGÉBRIQUES 



\. Deux surfaces algébriques se coupent suivant une 
ligne dont la projection sur an plan est d'un degré mar- 
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Haé par te produit dt^s nombres qui indiquent les degrés 
des surfaces. 

Observation. Dans des cas particuliers, plusieurs 
branches de la ligne d'inlersectiou peuveut se superposer, 
se transposera l'inlini, etc.; circonstances qui diminuent 
le degré^ le cas gênerai donnant une lin\ite. 

2. Ti-ois surfaces algcbriqucs ont en commun un 
nombre de points égal au produit des trois nombres qui 
indiquent les degrés des trois surfaces. 

Observation I. La mitme que la précédente. 

Observation II. lîezout, le premier, a énoncé et dé- 
montré cette proposition, fondée sur la théorie de l'éli- 
mina tî on que l'on doit à l'illustre ckaminateur; théorie 
des polynômes multiplicateurs, la plus philosophique que 
l'on ailjamais donnée sur cette matière, etquî comprend, 
comme cas particulier, tous les procédés que l'on a don- 
nés depuis. [Théorie générale des équations algébriques, 
page 33; 1779.) 

Observation Dl. Dans ex; qui suit, on suppose que la 
surface est de degré n. 

3. Théorème se gmenlaire de Ne^vton. Par un point O 
dans l'espace , on mène deux transversales de directions 
données. Chaque transversale forme n segments à comp- 
ter du point O; le produit des segments formés par la 
transversale (le la première direction, divisé par le pro- 
duit des segments de la seconde transversale, donne an 
quotient constant quel que soit le point O. 

Démonstration. Si les quatre transversales sont dans 
un môme plan, ou rentre dans la proposition II des 
courbes planes (page 283). Si les transversales sont dans 
deux plans parallèles , il suffit de rapporter la surface aux 
sécantes comme ases (t. III, p. 5ii). 

4. Théorème segmentaire de Camot. Sott un polygone 
plan ou gauche de p cotés; soient A, , A,, . . . , A^ les 
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sommets consécutifs du polygone. Considérant A| , Ai... . 
Ay successivement comme des points fixes, les sécantes 
A, A» , Al Aj , . . . , A p_ , Ap, formcrontchacone n segments, 
et, en tout, jin segments-, relativement aux poinu fixes 
Al, Ap, Ap,,,..., Aietaux sécantes A, A^, A^ Ap_i,..., 
A| A, , on aura pn autres s^ments dont le produit est 
égal au produit des pn premiers segments. 

Démonstration. La même que pour les courbes planes 
(ifOiVtome IV, page Saô). 

Observation. Newton et Camol n'ont pas énoncé ces 
théorèmes explicitement, 

5. Surface centrale segmentaire de M. Grassmann, 
professeur à Stettin. (Crelle, tome XXIV, page aSa, 
i84a.} 

Soit 
(i) F„ + F,„. -<- . . , + F, . . . + F, = o 

l'équation d'une surface de degré n; F^ est une fonction 
homogène entière en Jc,y, zde degré r;par l'origine 0, 
menons une transversale quelconque coupant la surface 
eu n points , et donnée par tes équations 
j: = oï , j- = fis. 

Substituant ces valeurs dans l'équation ( i ) , elle se change 
en celle-ci : 

{3} a"/, + »-'/„_,... + ,'/.+... +y; = o; 

dans cette équation , f désigne la fonction F,, dans la- 
quelle on a remplacé x para,/ par b, et z par l'unité. 
Prenons sur la transversale un point Q, et soient X, Y, 
Z les coordonnées de ce point ; on a 

X=flZ, Y=bZ. 

Soit Ir l'un quelconque des n points d'intersection 1|. 

!»,."> ï»i faisons OI, = t, OQ = ç; nous aurons cvi- 
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Mettant cette valeur dans réquation (a), elle prend cette 

OÙ f r désigne la fonction F^ dans laquelle on a remplacé 
x,y , z par X , Y, Z. Cette nouvelle équation a pour ra- 
cines lesR segments OIi,..., 0I„. Soient ett^ai, CC|,..., 
a„, n + I constantes données, et supposons qu'on ait la 
relation segmentaire 
(4) "" ?"+ «»-i '.?■"' + "n-T J) î°~"'+ . ■ . ar*^r9'+ . . . a.*. = O, 

où 3, désigne le produit des n segments 01, , . . ■ , OI„ 
pris r à r; or, en vertu de l'équation (3) , on a 

. ■ (-■)''T-P . 



remplaçant Sa,s,,.. ., s„ par leurs valeurs , dans l'équa- 
tion (4) 1 elle se change en celle-ci : 

(5) «„F,-t-a,-,F,_, + ...a,Fr-f'...a,F, = 0; 

c'est l'équation de la surface, lieu géométrique du point Q 
correspondant à la relation (4) j on a mis légitimement 
F au lieu de <f. 

Observation. Cette surface segmentaire est la plus gé- 
nérale de ce genre que l'on puisse avoir ^ car toute fonc- 
: ion symétrique algébrique entre des quantités se ramène 
h une relation entre des produiu combinatoires. 

6. Problème. Supposonsque les coefficients «„,«„_,,... 
jusqu'à a^t soient nuls ; alors la relation (4) ^ réduit à 

(6) Xrf^q--+ a^.f^M-1?'"'- . .0.'.= o; 

on demande quelle relation il faut établir entre les coeffi- 
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cients «,, «r.,,..., a^ pour que les n valeurs de t dans 
l'équatioD (3) devenant égales entre elles, les r valeurs 
de <f dans l'équation (6) deviennent aossi égales entre 
elles et égales aux valeurs de t; ces conditions satisfaites, 
quel est le lieu du point Q? 

Solution. Désignons par n^^j le nombre combina- 
toire de n objets pris p ^ p; les n valeurs de t deveoant 
égales, ce que nous avons appelé ci-dessus s^ devient 
n^ f. Ainsi la relation (6) doit s'écrire ainsi : 



car n(„_i) ^ n^u . Dans cette équation , la somme des r va- 
leurs de 1/ prises p a p est égale à 

la somme des valeurs de t prises p ^ p est r^i^^ donc, 
d'après la seconde condition , 

La relation (6) peut donc s'écrire ainsi : 



^^«(r-, 



car le facteur iz,n(r) , étant constaut, disparait. Or 

donc la dernière équation peut s'écrire, en 6tant le fac- 
teur commun 9. , 



2: £-/'-'=» 



by Google 



(347) 
les crochets indiquent des produiu continuels ; donc , 
après avoir été les facteurs consunts [n] et [r], l'équa- 
tion se réduit à 




où(n-t-r — /))pest le nombre condtinatoire de n + r — p 
éléments pris p^p- Ainsi l'équation du Heu cherché est, 
après avoir changé ^ en F , 

F, -1- {b _ r + i) F^, + '.î^lî^ti!JjZl£±l) F^. 
, (^-r-i-3)(/.-r+2)(.>-r+.)„ _ 



C'est cette surface que M. Grassmann désigne sous te 
nom de surface centrale d'ordre r, relativement à la 
surface donnée par l'équation (i) et à l'origine O, 
nommé pôle j c'est une polaire successive d'ordre n — r 
de Bobillier (Gergonne, tome XIX, page 3o2;* 1829). 

Corollaire. La surface d'ordre t est un plan; c'est le 
plan des centres luirmoniques. La surface d'ordre 3 est 
du second degré. * 

Observation. La condition analytique de ce problème 
correspond à cette condition géométrique : lorsque to'ns les 
pointa I,, I|,.... X, se réunissent, les points Q se réunis- 
sent aux mêmes points ; conmie cela a lieu pour les divi- 
sions harmoniques. (Sitite.) 
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IRRKMICTIBIUTB 

de rtqiati»! X= 1 + x-h . .. -h xf' = o, p éUit 



PèB H. E. PROUHET. 

I. Lemme 1 . Les divisetira de X ne peuvent être que du 
la forme p+i , pour toute valeur entière de x qui n'est 
pasp -t- !■ (Théorème connu.) 

Lemme 2. Une congrucnce de de^re R ne peut avoir 
plus de n racines , lorsque le module est premier. (Théo- 
rème connu.) 

THÉOTiiME. X ne peut être divisible par un pofynâme 
de degré moindre, à coe£icients entiers. 

Démonstration. Si on pareil diviseur <s (x) ponvaii ' 
exister, on aurait, d'après le lemme 1, 

ç(o)=/»-)-i, T(a)=^ + i. 

T (3) =/»+!,..., <f[p~t)=p+l, 

et , dès lors, la coogruence 

de degré 'nféricur k p — i , aurait p — i racines , ce qui 
«st contraire au lemme 2. Donc , etc. 

Démonstration du Icinme \ . 

II. Soit â un diviseur premier de X , en sorte que 

X = 0; 
un aura 

Puisque p csi un nombre premier, si x — i n'est pas | 
Gf x''cst la première puissance de x qui soit 0+ i. Donc, 
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d'après le théorème de Format, p est nu divisi-ur dr 
— I , et l'ou a , par conséquent, 

9=:p + i. C. Q. F. D. 

La démons tratioD précédente est en défaut quand 
X — 1^0; mais' cela ne peut arriver que si â = /j ; en 
efiêt* on a identiquement 

^f-i = {*-H-i)P-i 

= lx-,)P- 

et, par suite, 

x = (x_.)^.+...+'-:i^__:^(.-,)+,. 

Ce qui montre que X et x — i ne peuvent avoir d'au- 
tre facteur commun que p , et même que X ne peut 
jamais être divisible par ^', 



SOLUTION m U PBraiERB «IIESTIOIII DU CONCOURS 
D'AGRÉGATIOTi 

Pau m. Jdi.es ROUGET, 

Professeur. 

Les équadons qui donnent le centre de courbure sont 
(x'-*)«Lr-l-(r'-j-)rfr-H(s'-s)A = o, 

+ (.'— ï) {dxd'r — dyd'x) = 0, 
dont les deux premières représentent deux plans nor- 
maux consécatifs et la troisième le plan osculateur au 
point x^y , z. Si , entre ces équations et les deux équa- 
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tioDs de la courbe donnée, on élimine x^y, z , on aura 
les équations du lieu des centres de couibure : l'équation 
de l'arête de rebroussement s'obtiendrait en éliminant x, 
y , z entre les équations de la courbe proposée, les deux 
premières équations ci-dessm et l'équation suivante, qui 
s'obtient en djfférentiant la seconde, et traitant l'arc t 
comme la variable indépendante * 

La question revient donc à démontrer que cette équation 
est véri6ée par les coordonnées r', y' , z' du centre de 
courbure, lorsque ce rayon de courbure est constant, 
c'est-à-dire lorsque 

-\-{dxd'y — rfj-rf'i)'= const. , 

ce qui est le cas actuel , puisqu'on appdaat p le rayon de 
courbure , on a toujours 

■ ds^ . 

^ ~ yl{dxd''t — didyj^-^'(,dul'x-'dxd'zy-^{dxd'x—drd*sf 

or on sait , par des formules connues , que les valeurs de 
x' — x,y' — y-, z' — z relatives au centre de courbure, 
sont les suivantes : 

x' — X = ^ [dx{dyd^x — dxd'y)-^ ds{dsd^x — did'i)], 
y ~X = ^,[dt{did'x -djd't)-^-dx{dxd'y -dxd'x)], 
z'— t = -^^[dx{dxd'z — did'j^) -hdxldrd't — dtd'x)]- 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équaiion 

(x'-*)rf'j: + ix'-x) 't'y + (*'- «)rf»i = O, 
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elle devient 

+ [dul'jr — dfd^z) {dzd'y — dyd'z) 

+ {d^>i — dfd'x){drd'i~dzd'j:) = o, 

équation ditférentielle exacte qui , int%r^ , donae 
(d/d'x _ dxd'y)'+ {dtd'x — dyà-'z)' 

■+• (dxd's — dzd'x)'^ const. , 
ce qui est précisément l'hypothèse. Cette hypothèse est 
donc nécessaire; réciproquement, si elle a lieu, la con- 
séquence géométrique s'ensuit. ( Foir tome VI , page 3^6; 
tome IV , pages 606 et a66 ; Moigao , Calcul différentiel, 
page3i4) 

Cette solution nous a été i-emise le a3 août au matin, 
lendemain de la composition. 

Avis SUR LES COHCOUSS n'AGVtGiTIOH. 

ÏNous donnerons les solutions de toutes les questions 
proposées dans ces concours jusqu'à ce jour, et même 
plusieurs solutions de la même question , lorsqu'elles dif- 
féreront essentiellement. Nous engageons MM. les agré- 
gés à nous adresser leurs travaux, qui seront naturellement 
insérés de préférence, piûsqu'ils ont l'approbation du 
jury. 



SOLimOliS DES QUESTIONS 224 ET 22li 
P*a M. l'abbé L. CLAUDE, 

Du wniiiiairc de Valu. 

Question 234. n droites a,, 1,,..., a„ forment un 
faisceau plan ; n droites i,, tj,..., b,. forment un se- 
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cond faisceau plan ; dans quel cas pourra-t-on donner 
aux faisceaux une position telle, que les n intersections 
des rayons a,b„ at &■,..., a„b„ soient sur une même 
droite? (Stei>er.) 

Solution. Soient i, , />,.-■> '" ^^ intersections des 
rayons ; prenant quatre rayons dans le pren^ier faisceau 
et quatre correspondants dans le second , il faut donc qnc 
le rapport ankarmonique des sinus soit le même de pan 
et d'autre; et lorsque cette condition est remplie , on peut 
résoudre le problème d'une infinité de manières , comme 
dans la question 3^ [voir page 366] . 

QtESTLOH 23S. Mêmes données. Dans quel cas pouira- 
t-on donner aux faisceaux une position telle, que les 
plans passant par les rayons a„ i,, a,, ii,..., o„, b„se 
coupent suivant la même droite? (Steikbb.) 

Solution. Lorsque tes faisceaux auront la position de- 
mandée , il est évident que les points d'intersection 1, , 
it,...,i„ seront dans l'intersection des plans des faïsceaus, 
c'est-àrdîre en ligne droite. Faisant tourner un des fais- 
ceaux aatour de la droite j'i l'i . . . 4 1 on revient à la ques- 
tion précédente { voir tome VI , page 68 ) . 



SUR LB PROBLBMi BE U SPHBRK TINGENTE A QUATRE 
PUNS DOKNÉS^ 

P*a E. CATALAN. 
(Extr»it de la Géomclrîc dracriplive de Lafrémnirc, ?■ édition; iSjg.) 

\ . Si l'on suppose que les quatre plans qui composent 
les faces d'un tétraèdre soient indéitniment prolongés, 
on pourra se proposer de chercher toutes les sphères qui 
touchent à la fois ces quatre plans. 
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Afiudedéttriininer, eo premier lieu, quel peut être le 
nombre de ces sphères, observons que le plan de la base 
ABC du tétraèdre, prolongé indéijnimeut , forme, avec 
les trois autres faces, six angles dièdres dont trois sont 
intérieurs, et dont les trois autres sonL extérieurs. 

Pour qu'un point soit également distant des quatre faces 
du tétraèdre, il faut qu'il soit situé su^r trois des plans 
bissecteurs de ces six angles dièdres. Si donc P, Q, R 
sont les plans bissecteurs des angles intérieurs, et que 
P', Q", R'soientlfs plans bissecteurs des angles exfé/Miwj, 
il y aura autant de spbères satisfaisant à la question , qu'il 
y aura de points déterminés par les combinaisons suivantes 
des plans bissecteurs : 

P, Q, R, P, Q, R', P, Q', R', P', Q', R'. 

Q, R, P', Q, R', P', 

R, P, Q', R, P', Q'. 

Le nombre de ces points, et par conséquent le nombre 
des sphères cherchées , est au plus égal à huà. 

2. La sphère déterminée par les plans P, Q, R, 
c'est-à-dire la sphère inscrite au tétraèdre , existe tou- 
jours. 

Il en est de même pour les quatre sphères déterminées 
par les plans 

P> Q» R'. 
Q. R> P*- 
R. P. Q', 
P', Q', R', 

que l'on appelle spftères ex-inscrites, et qui sont telles , 
que chacune d'elles touche une des faces du tétraèdre et 
les prolongements des trois autres faces. 

Considérons, par exemple, les trois plans bissecteurs 
P', Q', R'. U est évident que chacun de ces plans fait, 

An», de MahémM., t. IX. (Septembre i85o.) ^3 
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avec le prolongement de la face ABC, un angle dièdre 
aigu; coDséquemmeti t, ces trois plans ne peuvent se cou- 
per deux à deux suivant des droites parallèles, de ma- 
nière B former les faces d'un prisme triangulaire; donc 
ils sa coupent en un seul point, centre de la sphère ex- 
inscrite suivant la face. ABC. La même démonstration 
s'appliquerait aux sphères ex-inscntes suivant les trois 
autres faces , et il est facile de reconnaître que leurs centres 
seraient donnés par les combinaisons 

P. Q, R', 

Q. R, P'. 

R, P, Q', 
des six plans bissecteurs. 

3. Considérons maintenant le tétraèdre ABCD (^g. ()i 
et supposons <jue l'on prolonge ses dîlTérentes faces ainsi 
que l'indique la figure; il est clair que l'on obtiendra 
deux espaces indéfinis BCEFGH, ADIKLM, terminés 
chacun par quatre plans, et s'appuyant sur les deux 
arêtes opposées BC, AD. Ces espaces, dont la forme est 
assez bien indiquée par celle d'un comble à quatre pentes, 
ont été désignés sous le nom d'angles prismatitjues et de 
bi-angles. On comprend que, dans certains cas, une 
sphère puisse être inscrite dans un angle prismatique. Il 
semblerait, d'après celte considération , que le nombre 
des sphères inscrites dans les six angles prismatiques ob- 
tenus en considérant ces trois couples d'arêtes opposées, 
puisse s'élever à six ; mais il est aisé de démontrer que 
si l'on peut inscrire une sphère dans l'angle prismatique 
BCEFGH, on n'en pourra pas inscrire dans l'angle 
prismatique opposé , et rériproquemeni. 
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En effet, quelle que soit la position de la sphère cher- 
chëe, son centre doit se trouver sur les plans bissecteurs 
des angles dièdres inïéjïeurj dont les' arêtes sont AD et 
BC, Le premier plan bissecteur rencontre l'arèie BC en 
un point U situé entre B et C. De même , le second plan 
bissecteur rencontre AD en un point V, situé entre A et 
D. Le centre cherché doit donc se trouver sur la droite UV, 
intersection des deux plans bissecteurs. Ce centre doit 
aussi se trouver sur le plan R', bissecteur de l'angle dièdre 
extérieur ayant pour arête AB; d'ailleurs une droite ne 
peut rencontrer un plan qu'en nn seul point; donc, etc. 

On peut observer encore que le plan B' est extérieur 
au tétraèdre, dans lequel est située la droite UV; donc 

23. 
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le centre de la sphùri- dont il s'agit sera sur le pro- 
longement de UV, soit en O', dans l'angle prismaiicjnc 
BCEFGH,8oitenO",dans l'angle prismatique ADIKLM. 

S'il arrive que le plan R' soit parallèle à la droite UV, 
alorsle centre de la sphèreest transporté à l'infini, ou plu- 
tôt cette sphère n'existe pas. 

Au lieu de dètenniner le centre O' ou le centre O" par 
l'intefsection du plan P passant suivant BC, du plan R' 
passant suivant AB et du plan bissecteur ADU, il est 
clair qu'où pourrait l'obtenir au moyeu de ta combinaison 
des plans P, R' et Q', en supposant que Q' soit le plan 
bissecteur de l'angle dièdre extérieur dont l'arête est AC. 
Nous retombons ainsi sur la combinaison P, R', Q*, in- 
diquée plus liaut. 

Nous voyons donc que les sphères déterminées par les 
combinaisons 

P. R'. Q', 
Q» P'. R', 
R, Q", P', 
l^euveut, en toutou eu partie, ne pas exister, c'est-à-dire 
que le nombre des solutions du problème peut ât;^ réduit 
à cinq. Mais peut-il s'clever à kuit^ à sept ou même à six? 
C'est ce qu'il convient d'examiner. Il faut bien remarquer 
en effet que, dans les développements qui précèdent, rien 
ne prouve qu'en général la droite UV rencontrera le plan 
R', ou, ce qui est la même chose , que les plans P, R', Q' 
se couperont en un point unique. 

\. Afin d'éclaircir cette partit! de la question, nous 
commencerons par démontrer la proposition suivante. 

TnÉOxiME I. Dans tout tétraèdre, le plan bissecteur 
de chaque angle dièdre partage l'arête opposée en 
deux segments proportionnels aux aires des faces ad- 
jacentes. 

Considérons, par escniple . le plan AUl) , quiditisi' 
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CD deux parties égales l'angle dièdre intérieur doiil t'aréie 
est AD. Il s'agit de démontrer que 



eo représentant l'aire d'uue face par la lettre qui indique 
le sommet opposé à cette face. 

Projetons la figure sur un plan quelconque, perpen- 
dicnlaire à AD. Cette droite aura pour projection un 
point I (fig. i); et les plans ABD, AUD, ACD, étant 
perpendiculaires au plan de projection, auront pour 
traces des droites IB', lU', IC telles, que lU' sera la bis- 
sectrice de l'angle Jormé par IB' et IC. Enfin la droite 
BUC se projettera suivant une droite B'U'C. 




Cela posé, le théorème de géométrie plane donne 

B'U'_B'I 

Cl]''" Cl' 
Mais il est clair que B'U', C'U' sont des droites pro- 
porùonnelles à BU, CU, et que B'I, C I sont égales, 
respectivement , aux perpendiculaires abaissées des points 
B , C sur la base AD des triangles ABD, ACD. La pro- 
porùon précédente revient donc à celle qu'il s'agissait 
de démontrer. 
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5. Supposons qu'après avoir mené U dtxiite UV, 
déterminée par les proportions 

BU_C ^_5 
cu~b' DV~Â' 

on mène, semblablement, la droite ST, qui rencoatre 
les arêtes opposées AB, CD, de manière que 



D'après ce qui précède , chacune de ces droites doit conte- 
nir le centre de la sphère inscrite au tétraèdre; donc, 
puisque ce centre existe toujours, tes deux droites se 
coupent. Delà, ce théorème: 

Théorème II. Les droites t^ui partagent les arâtes 
opposées d'un tétraèdre, chacune en deux segments 
additifs proportionnels aux faces adjacentes à ses deux 
extrémités, se coupent toutes les trois en un même point , 
centre de la sphère inscrite au tétraèdre. 

6. Du reste, on peut démontrer directement que 
les droites U V, ST se coupent , en observant que les pro- 
portions précédentes donnent 

AV.DT.CU BS = AS.BU.BT.DV. 

7. Au lieu de partager les arêtes en segments addi- 
tifs, supposons qu'on les partage en s^ments soustrac- 
tifs, de manière à satisfaire aux proportions 



Comme ces proportions donnent 

AS'.BY'.CX'.DT'=AX'.BS' CV DY', 

on conclut encore que les droites S'T', X'Y' sont dans 
un même plan. Donc, en général, elles se couperont eu 
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\ié aussi sur la droite VU. 'Ce point 
G des sphères inscrites dans les angleg 




8. Pour que celte sphère n'existe pas, il faut que 
les droites UV, X'Y' {fig- 3), lesquelles sont toujours 
élans un même plan, soient parallèles entre elles. Cher- 
choDS dans quel cas aura lieu ce parallélisme. 
Les proportions 

AX'_C CT_p DV_A 
CX" ~ Â ' DT ~ C ' AV ~ D' 
donnent < 

AX'.CT.DV=*CX'.DT.AV; 

donc les points X', T, V sont en ligne droite, et AVX'est 
un triangle. A cause de la transversale DTC, nous au- 
rons donc 

AC.TX'.DV = AD.VT.CX'. 

De même, UTY' est une droite; et le triangle BUY', 
rou[>c par la transversale DTC , donni- 

BC.UT DY' = BD.TY'.Ci;. 
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Mainlenant, les deux droites VU, X'Y' élani supposées 
parallèles , on a 

VT _ TX' 
UT ~ TT'' 
Si l'on multiplie membre à membre les deux première» 
^alités , el qu'on ait ^ard à cette dernière , on obtient 

AC.BC.DV.DY' = AD.BD.CU.CX', 
oïl 

AC BC _Ap BD 

cx''cu~dv'dy'' 

Mais, ainsi qu'il est aisé de le reconnaître, 
AC C — A BC B + C 



(C-A)(B-!-C) = (A+D)(D — B), 



Cette proportion exige que A -(- D = B 4- C 

Ainsi, pour que la sphère O' disparaisse, il faut et il 
suffit que la somme des awyj des faces qui ont AD pour 
arête commune, soit équivalente à la somme des deux ' 
autres faces. 

9. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, 
que l'on n'a pas, à ta fois, C ^ A et D ^ B. Si ces deus 
conditions étaient vériflées, les points X'elY' seraient 
transportés à l'infini, aussi bien que la sphère O'- En 
même temps, comme los sommes A + HetC+D seraient 
égales, la sphère inscrite dans l'un des angles prisma- 
tiques ayant pour arêtes AD ou CD, aurait un rayon 
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infini. C'est-à-dire que le nombre des sphères Ungenies 
aux quatre plans serait réduit à six. 

10. En rësamé: 

1°. Quand la somme des aires de deux des faces du 
tétraèdre est égale à la somme des aires des deux autres 
faces, les sphères de la troisième espèce se réduisent à 
deux; 

a". Si les faces du tétraèdre sont équivalentes deux 
à deux, il n'y a plus qu'une sphère de la troisième 
espèce j 

3". Enfin, si les quatre faces du téttaèdre sont équi- 
valentes entre elles , les sphères inscrites dans les angles 
prismatiques se transportent toutes les trois à l'infini. 

On vérifie ces conclusions en cherchant Its relations 
qui existent entre les rayons des trois sphères , les aires 
des faces , et le volume V du tétraèdre ; ces relations sont 

± V = ^ R, ( A -H B — C — D ) . 

±V = ^R,(A-t-C — B — D), 

±V = ^R,(A + D— B-C). 

( Foir tome VI , page a53, ) 



CONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE NORHALB, 

POUR VKmîi au 



Sujet de composition en Physique. 

Principales expériences sur la décomposition et la re- 
composition de la lumière. 
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Par quelles mëtliodcs peut-on déterminer la distri- 
bution de rélectricité à la surface des corps conducteurs? 

Questions de Mathématiques. 

Application de la construction des courbes à la déter- 
mination des racines (les équations. Trisection d'un an- 
gle [voîj' tome III, page 533). 

On donne un point Ai, centre du cercle circonscrit à 
un triangle ; le point G , centre de gravité du même 
triangle; le point lï, centre du cercle inscrit; le point C 
d'intersectiou des trois hauteurs et leurs distances respec- 
tives : ces quatre points sont en ligne droite. Trouver la 
longueur des côtés du triangle, et construire les valeurs 
données par le calcul [voir tomel, pages 79, 196)- 



TiTRAGONONBTRIB SPHÉRIHUB 

Pu M. L\BBi JULLIEN, 

Professeur de mathonaliques. 

Appliquons au quadrilatère sphérique ta méthode 
donnée pour le quadrilatère plan. 

En conservant la même notation , on a 

cos b ^ cos a co» j: + sin a sin X cos n , 
coi c = çoi d coix ->r sîn rf sîn i cos p , 
cos j- = cos « COI é -h sin d sîn /> cos A ï 

d'où l'on tire 

u sin:r 



cos a 
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Si l'on substitue ces valeurs dans la formule 

I — cos'a — cos'P — cos'A +2cosacos^cosA = o, 

on obtient 

àn'fccos'rf + cos'asin'c + cos'ficosM+cos'rcos'H-sin'icos'r 
i(cosacosccosxcosj-+ cosi cosi/cosx cos/ +cosacosfr cosccosd) 

+ cos'i siu^ccos'^ 
:i(co9aco3&cosx+coscGos<^cosj;+cosa co»'/cos7-t-cosic05*cos^) 

+ sin'isin'r3in':c. 



G^MfiTRIS SPHÉItlQUE (*) 



Cours de M. Stubbs. 
1 . Par les trois sommets d'un triangle spbérique ou 
mène aux côtés respectifs opposés trois arcs de grand cercle 
se coupant en un point situé dans l'intérieur du triauglej 
a, a', y sont les segments comptés du point commtui 
d'intersection aux angles , etf , x', j'ies segments corres- 
pondants comptés du même point aux côtés ; on a 
la relation 



sin(i + (r) sm(3'-\-a') siD(j"+B'') 
2. 
E-»-p+7=i7ti(sinO)'=sin(a — 0)sin(p— e)sin(7 — 9); 



cotaog 9 ^ cotang a + coiaag ^ + colang 7 ; 
coiéc' S ^ coséc a + coséc ^ + coséc 7. 

( ') Elirait d'un programme de l'Uiiivorsitë de Dublin, 1H4E 
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3. Phobleue. Étant donné utt triangle sphén'que , 
trouver dans son intérieur un point tel, que si ton 
joint ce point aux sommets par des arcs de grand 
cercle, les milieux de ces arcs soient les sommets d'un 
triangle donné. 

Cours de M. Towmsemd. 

4. p et p' désignent les rayons sphériques de deux 
petits cercles de la sphère; d la distance sphiiriquc des 
p6)es des deux petits cercles; K. le quotient du sinus 
d'un arc divisé par le sinns du c6të opposé dans le 
triaogle p, p', J; l'aire de la portion de sphère inter- 
ceptée entre les deux arcs de petit cercle est égale à 

[arcsiO':=(Ksind) — cosparcsin{Itsinp') — cosp'arcsin^(K.siDe)] 

5. Problème. Par un point donné sur la sphère, 
mener un arc de grand cercle coupant deux grands 
cercles donnés, de manière que l'aire interceptée soit 
égale à une aire donnée ou soit un minimum. 

6. Par le sommet d'un triangle sphérique on mène 
deux tangentes à ua petit cercle donné; ces tangentes 
coupent le càté opposé à l'angle en deux points; par ces 
deux points menons deux nouvelles tangentes au même 
petit cercle; joignant le point d'tnlcrseclîou de ces deux 
tangentes avec le sommet de l'angle opposé, les trois arcs 
de grand cercle ainsi obtenus , au moyen des trois angles, 
se coupent en un même point. 

7. Problême. Trouver le lieu d'un point sur la 
sphère , duquel menant des arcs tangents à deux petits 
cercles donnés , le rapport des cosinus de ces arcs soit 
donné. 
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NOTK SUR LE dUNGEHENT DS U VARIABLE INDÉPENDAimi; 

Pas m. Louis THOMAS. 

Supposons que l'on ait une équation difliTentielle entre 
U variable indépendante x, sa fonction^ et tes dérivées 
successives de celte fonction 

F / ^ £z ^^ — 
y'^'dj:' dx''""" dr-J ' "' 

et que l'on veuille , au moyen de la relation 
/ dr d'Y da rfc«\ 

transformer la première équation en une autre qui ne 
contienne que x , z et les dérivées de x par rapport à z , 
considérée comme nouvelle variable indépendante. Pour 
y parvenir, on diÛTérentiera n fois F =;o et m fois(ii = o 
par rapport à X. On aura ainsi wi -(- n -H a équations con- 

dy d'y d'^**r ,, ,,. , 

tenant j-, ~r'< ~r7' ""' ySTî 1°® ^*'" pourra élimi- 
ner, et il restera une équation contenant ^ - 



dx 



dxl-*' 
nant :t 



"m' 



e qu'il fallait obtenir. 
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Si 1 on avait voulu une équation linalc conicnanl v, s. 
— , —^^ I ' ■ ■ 1 on aurait préparé les équations 



(le manière qu'elles continssent , au lieu des dérivées dey 
el de z par rapport à x, les dérivées de x et de / par 
rapport à z prise pour variable indépendante au moyen 
des relations 

* — ' !^'J= ^ — V-^ 1 'l'j _ 

et l'on difTércntieraît ta première équation résultante 
n fois el la seconde m fois pour éliminer x et toutes les 
dérivées par rapport à z. 

En général , soient k — i équations différeDii elles 



entre A fonctions y,z,...,*',u,tde\a variable indé- 
pendanle X et cette valeur elle-même, outre l'équation 
dilïérenlielle 

\ '^' dx du:-' ) ' 

qui donne j en fonction de x. Si l'on veut obtenir une 
équation ne contenant que x , ( et les dérivées de x par 
rapport à C prise pour nouvelle variable indépendante, on 
dilTérentiera a fois chacune des A équations 
F ;= o , ip, :^ o,. ., f („, =3 o 

par rapport à x, et l'on déterminera a de manière que le 
nombre total des équations ka ■+- k soit supérieur d'une 
unité au nombre des quantités à éliminer, lesquelles sont 
y, x,...,w, Il et leurs dérivées par rapport à x. Soieiil 
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doDC m, n,..., p, q les ordres des dérivées les plus 
élcrées dej' , z , . . . , c , m qui entrent dans les k équations 
données ; après les avoir dilTéren liées a fois , on aura les 
dérivées de y j usqn'à l'ordre m + « , celles de z jusqu'à 
l'ordre n + « , celles de f jusqu'à l'ordre /; -1- « , et celles 
de u jusqu'à l'ordre 1/ -h a. On aura donc à éliminer 
m + a-hi -H-n + aH-i-f- ■•■-^-p -¥ a-\-\-\- ^ + a-t-i quautités 



-/i-l-f-')"-;-*- 



Pour que ce nombre soit inférieur d'une uni té à Aa + A, 
nombre des équations, il faut et il sutBt qu'on ait 



Si r est l'ordre de la dérivée la plus élevée de t, entrant 
dans les éqiutions primitives 

on aura une équation 6nale contenant j~, t et les dérivées 
de ( par rapport à x jusqu'à l'oi-dre »■ -(- a , qu'on trans- 
formera aisément en uue équation contenant a, r et les 
dérivées de x par rapporta C aussi jusqu'à l'ordre r-t-a. 
C'est ce qu'il s'agissait d'obtenir. 

Si l'on avait demandé une équation finale contenant u , 
( et les dérivées de upar rapporta t, on aurait préparé tes 
équations de manière qu'elles continssent les mêmes va- 
riables et les dérivées de toutes excepté t par rapport à t 
prise pour nouvelle variable indépendante, et l'on aurait 
ensuite opéré comme on vient de le dire. 
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EXERCICE NlMERIQUe. 



Déinonirer que les deux équations suivantes n'ont au- 
cune racine réelle : 



5797' 


4- 


4,^,.' 


+ 589.x 


+ 2876* + 69^2: 


^0 


344, X 


+ 


■4560» 


H-a243o 


»•+ 25857 


^ + 2, 


03 




+ 


,,596' 


-t-56o2 = 


= 0. 







On trouve ces éqiiations dans le célèbre Mémoire de 
M. Le Verrier sur la planète Uranus [Connaissance des 
Temps, i849i Additions, page 174)- 



PROGRAMHB DVN COURS DE MÉCANIQUE fiLÉMENTilRE, 

TROJSIËHE ARTICLE < Toir pitt IM de » Toliima }; 

P*K M. C.-R. PAGE. 



Du centre des mojennes distances pris pour centre 
de rotation. 

25. Ce qui précède suffit pour démontrer que dans 
tout système, il existe un centre des moyennes distances; 
c'est-à-dire un point tel, que la somme des distances de 
tous les autres points du système à un plan quelconque 
passant par ce point est nulle. Maintenant, noos allons 
démontrer que , lorsque le centre des moyennes distances 
est pris pour centre de rotation , la somme des projections 
sur une droite quelconque de toutes les vitesses dues à la 
rotation est toujours nulle. 

Les vitesses dues à la rotation sont toutes perpendi- 
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culaires à l'axe instantané ; par consÀjueat, leurs projec- 
tîoDS sur cet axe sont nulles. IS'ous n'avons donc à nous 
occuper que des- projections sur une direction perpendi- 
culaire à l'axe. 

Par un des points A du système {fig. i), menons 
perpendiculairement à l'axe instantané un plan qui le 
rencontre en O.La vitesse A /n due à la rotation est située 
dans ce pUn, perpendiculairement au rayon OA. En ap~ 
pelant u la vitesse angiilaire , on a 
Am = OA.». 

Projetons cette vitesse A m sur une droite OX perpen- 
diculaire à l'axe. Soit pq cette projection; nous aurons 

pq~mn. 
Les triangles semblables OAp, Amn donnent 

mn: Am ;: kp : OA; 
d'où 

— _ Am.Ap 
PI-"'"— OA 

Remplaçons \m par sa valeur OA.u; il vient 
pq~kp.u. 

Cette projection reste la même sur toute droite parallèle 
à OX; donc, pour un point quelconque, la projection 
sur une droite parallèle à OX de la vitesse due à la rota- 
tion , est ^ale au produit de la vitesse angulaire o) par la 
distance de ce point à un plan mené par l'axe instantané 
et par la droite OX. La somme des projections est égale 
au produit de la vitesse angulaire par la somme des dis- 
tances de tous les points du système à ce plan. Or si l'axe 
instantané et , par suite , le plan sont assujettis à passer 
par le centre des moyennes distances , la somme des dis- 
tances est nulle ; donc la somme des projections est nulle. 
I. IX. (Oolobre iS5o.) ïl4 
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l^isquc la sommt; des projections est nulle sur Taxe 
instantané et sur une direction perpendiculaire à cet aie. 
elle est nulle sur une direction quelconque. 

Nous pouvons donc conclure que, quel que soit le mou- 
vement d'un système , la vitesse du centre des moyennes 
distances est la moyenne des vitesses de tons les autres 
points du système ; par conséquent le mouvement de ce 
point représente le mouvement général de translation. 

Cette propriété du centre des moyennes distances est 
la base d'un des principes fondamentaux de la mécanique. 

Vitesses virtuelles. 

36. Le mol virtuel veut dire : qui existe en germe; 
ainsi l'on doit entendre par vitesse virtuelle d'un point , 
une vitesse dont ce point n'est pas actuellement animé, 
mais qu'il est susceptible de prendre. 

Par exemple, si un corps est assujetti à se mouvoir 
d'un mouvement de translation suivant une seule direc- 
tion , les vitesses virtuelles de tous ses points sont égales 
entre elles et parallèles à cette direction. 

Si un corps est assujetti à se mouvoir d'un mouvement 
de translation suivant une direction quelconque, les 
vitesses virtuelles de tous ses points sont égales et paral- 
lèles entre elles ; on indiijue que la direction et la vitesse 
du mouvement de translation peuvent être quelconques, 
en faisant varier arbitrairement les projections des vitesses 
virtuelles sur trois axes rectangulaires fixes. 

Si un corps est assujetti à touruer autour d'un axe fixe, 
la vitesse virtuelle de chaque point est perpendiculaire ■ 
l'axe et au rayon , et les vitesses virtuelles des différents 
points sont entre elles comme les distances de ces points 
à l'axe. 

Si im corps est assujclti à tourner autour d'un point 
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fixe, la vitesse vjriuelle iJe chaque point est dé<-omnosée 
en trois composantes dues aux vitesses angulaires autour 
de trois axes rectangulaires. On iadique que la dii'cction 
et la grandeur de l'axe instantané sont quelconques, en 
faisant varier arbitrairement les trois vitesses angulaires 
composantes. 

Si un corps entièrement libre peut se mouvoir d'une 
manière quelconque dans l'espace, la vitesse virtuelle de 
chaque point se décompose en deux composantes , l'une 
due au mouvement possible de rotation autour d'un 
point , l'autre due au mouvement possible de translation 
de ce point. On indique que les vitesses de translation et 
de rotation peuvent être quelconques, en faisant varier 
arbitrairement les projections sur trois axes rectangulaires 
iixcs, de l'axe instantané et de la vitesse de translation. 

Dos machines. 

27, Les machines peuvent être envisagées sous plu- 
sieurs points de vue différents; dans cette première partie 
(le la mécanique, où nous ne nous occupons que du mou- 
vement considéré indépendamment des causes .qui le pro- 
duisent , nous adopterons la définition suivante : les ma- 
chines sont des corps ou des assemblages de corps assujettis 
à se mouvoir suivant certaines conditions et destinés à 
transmettre et à modifier les mouvements qui leiu- sont 
communiqués. 

On conçoit qu'au moyen de points fixes et d'obstacles 
convenablement placés , on puisse restreindre les mouve- 
ments possibles de manière à établir entre les différentes 
parties d'un assemblage de corps , une dépendance telle, 
que si l'une de ces parties reçoit un certain mouvement, 
une autre partie prenne le mouvement qu'on veut obtenir. 
Il faut donc que les obsucles soient tellement disposés, 
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qu'ils éiablisscm une relation (îéierminée entiv les vitesses 
virtuelles des différents points mobiles. 

Ijes mouvements dont ou a le plus ordiitairemcnt be- 
soin dans les arts , et ceux dont on peut disposer, sont le 
mouvement reetiligne continu et alternatif, et le mouve- 
ment circulaire continu et alternatif. La plupart des ma- 
cliines ont pour but de transmettre un de ces mouvements 
en changeant sa direction et sa grandeur, ou de trans- 
former un de ces mouvements en un autre. 

Sous le rapport seul de la transmission des mouve- 
ments, les macliines offrent encore une mine inépuisable 
à l'esprit de recherches et d'invention , leur étude forme 
une des branches les plus intéressantes de la géométrie 
descriptive. Nous nous bornerons ici à l'indication som- 
maire de quelques machines simples qui constituent ordi- 
nairement les organes élémentaires des machines com- 
jK)sées. 

Du levier. 
I.c levier est une verge inilexible assujettie à touincr 
autour d'un point lixc. 

Si l'on se borne à ne considérer que les points mobiles 
situés sur une même droite passant par le point fixe, il 
est facile de voir que leurs vitesses virtuelles sont toutes 
parallèles entre elles et dans le rapport des distances au 
point fixe. 

Mais si l'on considère des points dans toutes les posi- 
tions possibles, on doit entendre par levier un corps de 
forme quelconque assujetti à tourner autour d'un point 
fixe. Alors, sa théorie rentre dans la théorie générale de 
la rotation autour d'un point. 

Dans les machines composées, on désigne oi'dinaire- 
meni sons le nom de levier, tout organe formé d une 
vera;c inflexible droite ou courbe, assujettie a tourner 
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autour d'uu axe fiic et destinée à transmettre un niouvc- 
meot circulaire autour de cet a\c. La vitesse virtuelle de, 
ehaque point est dirigée perpendiculairement à Taxe et 
au rayon et proportionnelle à ce rayon. 

Du treuil. 
Le treuil ( tour ou cabestan) est un cylindre assujetti à 
tourner autour de son axe et sur lequel s'enroule une 
corde qui transmet le mouvement. On met le cylindre en 
jeu au moyen d'une roue concentrique d'un diamètre plus 
grand. Si l'on prend deux points situés, l'un sur la cir- 
i-onférence delà roue, l'autre sur la corde, ou voit que la 
>itesse virtuelledu premier est à celle du second comme le 
rayon de la roue est au rayon du cylindre , ou (en tenant 
<-ompte de l'épaisseur de la corde) comme le rayon de la roue 
est au rayon du cylindre augmenté du rayon de la corde. 

Le treuil sert à transformer un mouvement circulaire 
en un mouvement rectiligne, ou à transmettre un mouve- 
ment de rotation d'un axe à un autre : pour cela , il faut 
que la corde d'un treuil s'enroule sur la roue d'un autre. 

Si l'on imagine ime série de treuils teb, que la corde du 
premier s'enroule sur la roue du deuxième, la corde du 
deuxième sur la roue du troisième, et ainsi de suite; puis 
qu'on compare lesvitesses virtuelles de deux points situés, 
Vun sur la roue du premier treuil , l'autre sur la corde du 
dernier, on verra que la vitesse virtuelle du premier point 
est à la vitesse virtuelle du second comme le produit des 
rayons des roues est au produit des rayons des cylindres. 

Pour transmettre le mouvement de rotation autour 
d'axes difîérents, au lieu de treuils, on fait plus souvent 
usage (le rones dentées; c'est-à-dire de roues tangentes 
lune à l'autre et garnies de dents à leurs circonférences, de 
manière que l'une ne puisse tourner sans entraîner l'autre. 
Les roues dentées sont fréquemment employées dans la 
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composilion des machines, leurs dispositions varient à 
l'inBai ; mais il esl presque toujours extrêmement facile 
de déterminer les vitesses virtuelles des points mobiles 
entre lesquels elles établissent une dépendance. 

Les autres principaux organes élémentaires qui entrent 
dans la composition des machines, sont: les plans incli- 
nés, les vis, les poulies, les excentriques, les bielles, les 
balanciers, etc. ; nous n'entreprendrons pas la description 
de ces machines qui nécessiterait des développements 
étendus et de nombreuses figures. Le peu que nous avons 
vu suffit pour faire comprendre comment, lorsqu'on 
connaît dans une machine la disposition des points fixes 
et des obstacles, on peut déterminer les relations qui 
existent entre les vitesses virtuelles des points mobiles. 
Cette relation entre les vitesses virtuelles renferme pres- 
que toute la théorie de la machine , non-seulement sous le 
rapport de la transmission des mouvements , mais encore, 
comme on le verra plus tard, sous le rapport de l'équilibre 
des forces et de la transmission du travail mécanique (*)■ 
{Suite.) 

RSSOUITION TRIGONtmÉTRIQUE DBS BQVATIONS Mi SBG9HI, 
TROISIÈME KT OUATHIÈIE DE6RÉ; 



i . Formes des équations : 

(1) *'+/fj: = ^, 

(2) x'—px^q, 

(3) x-^px = -y, 

(4) r'~px = -q. 

(' ) A lire cet articio «prèi celui qui linil pige 
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Dans ces quatre formes, p el ^ sont des quaniités po- 
sitives. 

2. Première forme : 

Posons 

tang A ^ ; 

on trouve 

j= ^. tang -A, x= — '/^.coi-A. 

3. Deuxième forme. Faisant a: = — y, on revient à 
la première forme. 

4. Troisième forme : 

■■ = -;''[ +VFJ 

Premier cas. Racines réelles. Faisons 

sinA^^yi, i = -7^tangiA, .t=-7'cot^A. 
p n 2 

5. Exemple: 



log 1695=3,2291697 
10513716 = 5,8956495 

somme = 9,i'i4^'9' 
deint-somme = 9,562409^ 
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]t%88= 1,94448267 
compi log 7 = 9,15490196 

log tang A = o,66i7942 = log tang77"4*'5'"f7^ 
log tang - A = 9,9061 1 15 
demi-somme ^ 9,56a4<^ 

log X :^ 9,468521 1 ^ log 0,2941 176 

I 5 

compllt^ = — 0,5314789 = log^ = log — 



Second cas. Racines imaginaires. Ces racines ont la 
forme 



=,(.. 



Gos A ^ ' sin A ' HQ A 

6. Quatrième forme. Faisant x = — ^, on revient à 
la précédente forme. 

TROISIÈME DEGRÉ. 



Il y a quatre formes à une racine réelle et deux s trois 
racines réelles. 

Formes à une seule racine réelle. 

Première forme: 
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■r = — — (col'B — tang'B 1, 
(2} tang A = lang"^ —y 

(3J X=: — R.COt2A=— 2l/^/J COt2A. 

Ainsi , OD peut calculer x par logarithmes, aa moyen 
des trois équations (i), (3), (3). 
Deuxième Jorme : 





«■+;»- 9 M 4f'<27î'; 


on fait 




(■) 




w 


i B 
taagA = tang*— , 


(3) 


x = —2i/~eot2A. 


Troisième forme : 




jf-pi+j^o «l 4p'<aj, 


(■) 


- = ^,.^ 


(») 


tangA = tang^-, 


(SI 


'Â 
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Quatrième Jorme : 

x' — px — q =o; 

^ ' a, y' 

(2) langA = tang'— , 

' ' sin 2A ' 

n. 

tiw irréductihles. — Trois racines réelles. 
Lemme. On a l'équation 



les sinus sont pris dans le cercle dont le rayon esl R. 
sin 3 A étant connu, les trois racines sont 

sinA, sin(6o" — A), sin(6o' + A). 
Première forme : 



«s « = ^5' 



sin3A = -i, 
P 
X = sia A , 

dans le cercle dont le l'ayon est R ; 

.r =: R sin A = 2 l/^ sin A, 
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), 

le rayon ^tant égal à l'unité. 
Seconde forme : 

jJ — px — ï = 0, ^p^'^Z'jg' ou =27^'; 



A = ^- 



i = sin{6o''+A).2 1/5/' 1 

le rayon étant égal à l'unité. 

Observation. Les équations trigonométriques relatives 
à ta multiplication d'un arc donnent les racines des 
équations algébriques qui sont susceptibles d'être idcnti- 
Gées avec les équations trigonométriqucs. C'est ainsi que 
Viète a résolu une équation du quarante-cinquième degré. 
Cas irréductible. — Exemple nutnériçuc (Cagnoli , 
deuxième édition, page aa5). 

il-„ 
'■47- ■ 
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i = «n(6o-_A)y/~, 

^ = -»„(6o-+a)y/^ . 

lop 1612 = 3,2o^365o 

rompt log i325 =; 6,8784402 

somme =^ o,oS58o52 

demi-somme =: 0,0429029 log consl- 

compIlogcoDSl. ^919570974 

log4<4 = 2.61700034 

compl log 4o3 ^= 7,39469495 

log sin 3 A = 9,9687927 = l(ç sin 68" 82' 1 «",55 
log sin A ^ 9,5891206 
log const. ^ 0,0429026 

log X = 9,6820232 = log 0,4^857 14 
compl log ar = — 0,3679766 = log , -' -, = log : 



log sin (60'— A) = 9,7810061 
log consl. = 0,0429026 



log * = 9 ,8289087 = log 0,6666666 = log I 
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QDATBIÈME DECnë. 

Ou ne peui rt'sotidre trigonométriquement que la iv- 
duite qui est du troisième degré. 

Note historique. CagnoH (Antoine), né à Zantc , 
en 1743, 6Is du diaDccticr de la république de Venise, 
étudia avec succès le grec et diverses parties de la philo- 
sophie. Il habita longtemps Vérone et y a formé, h ses 
frais , un observatoire dans sa maison; fut nommé, 
en 1798, professeur à l'Ecole militaire de Modèue, et 
est mort le 6 août i8t8. 

Ses principaux ouvrages sont : 

i". Trigonometria plana et spherica. 

\i a publié cet ouvrage en italien et en français , 
eu 1786, pendant trn séjour qu'il fit à Parts. Une se- 
conde édition, beaucoup amélioi'ée, a paru, à Bologne, 
en 1804 ; c'est cette seconde édition que M. Chom- 
pré{N.-M.) a traduite en 1808; iB-4''i Courcier, 

C'est encore la Trigonométrie la plus complète, la 
plus scientifique que nous possédions ; véntable ouvrage 
de bibliothèque (*). 

a". Traité des sections coniques. 

3°. Mémoire sur la figure de la Terre (tome VI des 
Transactions de la Société italienne.) Cagnoli était , de- 
puis 1808, président de cette Société. 

Chompré (N.-M ), traducteur de la Trigonométrie, 
né, à Paris, le a3 septembre 1750, et mort, à Ivry-sur 
Seine, le a4 juillet 1835, a traduit le Mémoire de Ca- 
vendish sur la Densité de la Terre [Journal de l'École 
Polytechnique, tome X; i3i5); il a appartenu à une 
famille de littérateurs. 

(*) Noua ne codiuihudb pu encore la Trigonométrie de M. Serret, 
ouirtge di|; ne uns doute de la poiition scienlinque du célèbre auteur, 
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LIGNES DU TROISIIHB ORDRE. 



Observation. Ces lignes ont des propriété en commun 
avec toules les courbes planes. Pour les trouver, il sufSl 
de faire n^ 3 dans l'article intitulé : Propriétés géné- 
rales des courbes />lanes [page iSi) . 

Ici nous nenousoccuponsquedespropriélésappartenanl 
particulièrement à ces courbes , et , soit dit en passant, 
c'est ainsi qu'on devrait traiter les étemelles courbes du 
second d^ré. 

1. Théorème. Si par un pointa pris sur la courbe on 
mène une transversale MNP coupant la courbe en Pi 
et P; que Ion prenne sur cette transversale un point 
harmonique relativement aux points M, ]V P; le lieu 
du point O sera une conique. 

Démonstration. Conséquence d'un théorème général 
qui sera démontré plus loin. 

En voici une démonstration particulière. 

Soit F, -h F, + F, := o , l'équation de la courbe, les 
axes étant rectangulaires ; l'origine sur la courbe ; F in- 
dique une fonction à deux coordonnées d'un degré 
marqué par l'indice. Faisant 

* = PC0Sf, j' = p8in^, 
on trouve 

»'Q, + «Q, + Q,=o; 

le lieu du point harmonique O est donné par l'équalion 

2Q, + Q,!=o, Q,= = F,, q.z'^e,. 
Repassant aux coordonnées rectangulaires, on a }>oui' 



I 
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équation du liou . 

F, + 2F.= û, 

qui est du second degré. Prenons la tangente en M pour 
axe des x; l'équation du lieu du point O sera de la fom»' 

qui se réduit en un point si l'on a 

B' — 4AC<o el CD- = o, 
et i deux droites si l'on a 

B' — 4 AC > o ei CD' = o. 
SiD^o,l'origînccst un point multiple; les deux droites 
passent par l'origine. Si C = o, l'origine est un point 
d'inflexion; une des droites touche la courbe à l'origine 
et l'autre ne passe pas par l'ori^ne. 

Remarque. Chaque transversale coupe la conique en 
deux points ; un point correspond à la moyenne harmoni- 

l"'5(sp + »s)'"'''"'""''™y''°"5(5p + SM)- 

Corollaire. La conique coupe la courbe en six points, 
savoir: un ^\ni double M à l'origine du faisceau, et 
quatre points simples. Ainsi, par un point donné sur 
la courbe, on ne peut mener que cinq tangentes â la 
courbe : une tangente au point même el comptant pour 
deux, et quati-e autres dont les points de contact sont sur 
uneconîquequi louchelacourbe au point donné. Lorsque 
le point donné M est à rinfini , l'asymptote est la tangente 
qui passe par le centre du faisceau. Les quatre autres 
tangentes sont parallèles à cette asymptote, et les qualiy; 
points de contact sont sur une hyperbole ayan t l'asymp- 
tote donnée en commun avec la courbe. 

% Thêokéhe. Si îe point m. est un point d'inflexion, 
laconique se réduit à deux droites dont l'une est la tan- 
gente en M. (Chasles.) 
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Démonsti'aiion. Prenons la tangenle en M pour axe 
des x; alors F, et F, sont de la forme 

Donc le lieu du point O est représenta par 

d'où 

y=::0, A^H-Bjr + 2D = o, C.Q.F.D. 

Corvllaire. Par un point d'infiexion , on ne peut me- 
ner que trois tangentes ; les points de contact sont sur la 
droite dont l'équation est 

Aj-+Bi-(-2D=:0. 

3. Théorème. Parle point d 'inflexion' M, menons 
une transversale coupant la courbe en deux points P et 
Q, les tangentes en P et Q je coupent en un point qui 
est sur la droite représentée par 

A j-t- B jr + aD^ o (théorème précédent). 
Démonstration. Les tangentes en P et Q rencontrent 
la courbe en P' et Q"; les trois points M, P', Q' sont en 
ligne droite (théorème i ci-dessous) ; soient O et O' les 
centres harmoniques sur la transversale MPQ, MP'Q'; 
ces centres sont la droite 

A/-*-Bx4-2D=-o; 
et, d'après la propriété du quadrilatère , lt>s intersections 
des droites PP', QQ' sont aussi sur cette droite. 

C. Q. F. D. 

4, TnÉonàHE. Une transversale coupant la courbe en 
trois points, si, en ces points, on mène des tangentes, 
elles coupent la courbe chacune en un point, et les trois 
points sont en ligne droite. 

Démonstration. Conséquences du théorème général 
(iio/r page 287, théorème 12). 
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5, THéoKÈHE. Une ligne du troisième degré a neuf 
points d'inflexion , sur le nombre desquels il y en a né- 
cessairement un de réel et au plus trois points qui sont 
toujours en ligne droite. 

Démonstration. Les coordooDé«:s des points d'iuflexion 
sont les racines d'une équation du neuvième degré 
(voir page 294) ; il y a donc au moins une racine réelle. 
Supposons qu'il y ait plus d'une racine réelle. Soient I 
«tl' deux points d'inflexion; la droite II' rencontre la 
courbe en un troisième point I"-, les tangentes menées en 
I, I', I" rencontrent la courbe en trois points qui sont sur 
une ligne droite, dite droite de rencontre (théorème 4). 
Or les tangentes aux points d'inflexion I et l' ont un point 
de conUct triple ^ donc I et l' se confondent avec les points 
de rencontre. AinsiladroiteIl'l''esteIle-mcmeladroitede 
rencontre; doncl"est aussi un point d'inflexion. Soit V" 
un quatrième point d'inflexion ; il est nécessairement hors 
de la droite II' F.Cliacunedes droites II"', l'I"',I"I'" don- 
nerait un nouveau point d'inflexion, et, en continuant, 
on obtiendrait un nombre in déflni de points d'inflexion; 
donc il n'existe pas de quatrième point réel d'inflexion. 

Observation. Prenons un point d'inflexion pour oii- 
gine des coordonnées. Les six points d'inflexion ima- 
ginaires fournissent trois droites réelles (foir tome V, 
page 4^3) qui passent par l'origine. 

6. TuÊORÈXE. Si, par un point M, on mène trois 
droites, et si l'on prend deux points sur chaque droite ■ 
par ces sept points, passent une infinité de lignes du 
troisième ordre. Si le point M est un point d'inflexion 
pour une de ces courtes, U sera aussi un point d'inflexion 
pourtoutes ces courbes. (EIut.) 

Démonstration. Prenons sur chacune des trois droites 
le centre harmonique relativement au point M; puisque 
«c point est d'inflexion dans une de ces courbes, les trois 

4m. de Mtihémat. , t. l\. (Octobre iS5o ) 23 
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centres sont sur une m6me droite (théorèmeî). Mais cette 
droite reste la même pour toutes les courbes ; donc, réci- 
proquement, le point M est un point d'inflexion pour 
toutes les courbes (théorème 2). 

7, Thëobèhc. Si, paries neuf points d'injloxion d'une 
ligne du troisième ordre, on fait passer une seconde 
courbe du même ordre, ces neuf points seront aussiles 
points d'inflexion de la seconde courbe. (Hksse.) 

Démonstration. Par chaque point d'inflexion passent 
quatre rayons renfermant chacun deux points d'inflexion 
(théorème 5, observation). On est donc ramené an théo- 
rème précédent. 

Remartjue. Le théorème est de M. Hesse, professeur à 
l'Université de Kcenigsberg, en Prusse, et il se trouve dans 
le beau mémoire géométrico^oaly tique sur les fonctions 
du troisième ordre. {Crelle, tomes XXVIII, XXXVH, 
XXX'Vin.) Ce moyeu ingénieux de démonstration ap- 
partient à M. Hart, professeur à l'Université de Dublin 
(CiiELLE, tome XXXIX, page 365, 1849, en français). 
{Suite.) 



THtORJIE IB FBRIAT BT ■ANUSGRIT ARABB 

finlrl. VIII. P-HT)- 

Le Journal de M. Crelle (tome XL, 2' cahier) con- 
tient trois Mémoires arithmologiques de M, E.-E. Kum- 
mer, célèbre professeur à l'Université de Brcslau. Les 
deux premiers Mémoires traitent de certaines classes cl 
propriétés des nombres complexes (voir Journal de 
M. Liouville, tome XII , page i85; 1847)- Le troisième 
Mémoire (du ig juin 1849) ^^^ ^^^ conséquence des 
deux premiers , et porte ce litre : 

Démonsthatioh générale nu théorème de Fermât. 
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savoir : que l'équation x' ~\- y' ="■ -' ''■*' insoluble en 
nombres entiers pour tous les exposants ^ qui sont îles 
nombres premiers impairs, et qui ne se trouvent pas 
comme facteurs dans les numérateurs des ^ (i — 3) pre- 
miers nombres Bernoullicns . 

Quoique , dans cet énoncé , on ne parle que de nom- 
bres entiers, la démonstration s'applique également aux 
nombres complexes formés avec les racines de l'unité de 
degré X *, eu consultant une Table des nombres BernouK 
liens , on voit que les nombres premiers suivants satisfont 
à la condition , savoir : 

3, 5, 7, II, i3, 17, 19. 23, 29, 3i, 4i, 43. 

Par exemple, le nombre 29 ne se rencontre pas comme 
facteur dans aucun des numéraleurs des treize premiers 
nombres Bemoullîens, et ainsi des autres. Ainsi le 
tbéorème de Fermât est démontré pour tous ces nom- 
bres premiers, tandis que 87 se rencontre comnLe fac- 
teur dans l'un des numérateurs des dix-sept premiers 
nombres Bemonlliens. M. Kummer déclare que ses re- 
cherches sur les nombres complexes ne lui permettent de 
se prononcer ni sur la possibilité, ni sur l'impossibilité 
de l'éqnation 

Ainsi M, Kummer a découvert que , dans les nombres 
complexes formés avec les racines X'*""' de l'unité, il existe 
dans leurs propriétés intimes des diOerences assez consi- 
dérables , selon que ï. , nombre premier impair, se trouve 
ou ne se trouve pas comme facteur dans un numérateur 
de l'un des ^ (X — 3) premiers nombres Bernoultiens. 
M. Crelle a acquis des droits à l'étemelle reconnaissance 
des géomètres, en accueillant et recueillant de magnifi- 
ques travaux sur la partie la plus noblir , la plus géné- 
a5. 
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leusc et la plus sublime de la science nialht-iiiaiiquc. 
{XoWNolcàiaGn.) 

0» a lieu d'èirc surpris que, malgré l'importance 
mystique qu'on attachait aux nombres dans l'école pytha- 
goricienne et néoplaionicieune , la théorie des nombres 
ail fait si peu de prt^rès chez les Grecs , peuple de génie , 
ei ait fait des progrès chez les indiens, peuple réputé 
stationnaire. Deux causes ont peut-éti-c contribué à ce 
résulut ; les besoins du commerce ont créé l'arithmé- 
tique , de même que la division des champs et la construc- 
tion des bâtiments ont fait naître la géométrie, surtout 
en Egypte, Or, chez les Grecs, les professions commer- 
ciales étaient décriées, et passaient pour des occupations 
serviles. Aussi ils ne cultivaient l'arithmétique qu'en vue 
de la musique, qui comptait parmi les arts libéraux; 
tandis que l'Inde a été , de temps immémorial , le théâtre 
d'une immense activité commerciale. 

C'est à cette activité qu'on doit sans doute l'invention 
d'une numération écrite, prompte, simple, parfaite; 
système abrégé qui manquait totalement aux Grecs et aux 
Egyptiens. C'est la seconde cause, et probablement la 
principale. Il est miïme probable que ce système a été 
importé et propagé en Occident par des négociants Israé- 
lites , longtemps avant que Fibonnaci ait rédigé et pu- 
blié ce système. U reste à expliquer pourquoi les In- 
dieus, qui ont été si loin dans l'arithmétique, dans l'a- 
rithmologie, dans l'algèbre, se sont arrêtés si court dans 
la géométrie. On ne sache pas qu'ils aient eu connaissance 
des coDÎques; du moins le Lûawattî, le f^ija-gannita et 
le Gannàa'd'kyajra n'en parlent point : la théorie de 
ces courbes paraît être une création entièrement grecque. 

Les Arabes ont participé aux deux civilisations in- 
dienne et grecque ; ils ont cultivé avec succès les si 
de calcul et celles de l'espace. 
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Ainsi M. F. Wœpekc, professeur pailiculiur à TUni- 
vcrsit^deBoDH, nous apprend (i) qu'un manuscril arabe, 
uompoaé par Aboul-Fath-Omar^n-lbrahim-Alkhàyàmi , 
et cité par Montucla , contient la construction des équa- 
tions cubiques par l'intersection de deux coniques. L'au- 
teur arabe donne le tableau de ces viiigtH:inq équations, 
dont il s'occupe successivement. 

Equations simples. 



(') 


a=x, 


(») 


a=x'. 


(3) 


a^x'. 


(4) 


bx=xx\ 


(5) 


lx = x-, 


(6) 


ex' = J*. 




Efjitations composées. 


(î; 


l'+i, = o. 


(8) 


«'+<? = 6*, 


(9) 


6*-+. a = x\ 


(,o) 


j^ + cx'= bx. 


("1 


x^ + bx = cx\ 


(,2) 


«■ + 4x = i', 


(■3) 


x'+bx = ,i. 


(■4) 


. x'-hit^bx. 


(.5) 


bx-t-«=x'. 


(.6) 


x^-i-,x'~ n. 


{'!) 


x' + n = rx'. 


('S; 


pj' + *i=J^, 


(•!)) 


^'-hrx'-i-bx = a. 


(SO) 


X' + cx'+ a =: bx , 


(j.) 


x'+bx-t-n = cx', 


iîî) 


rx'-^bx + a—x*. 


(>3) 


x' + cx'=bx + e. 


(»4) 


^-i-bx= ex' + a. 


('.5) 


x\+ a = cx'-h bx. 



{■) Journal de M. Crelle, loma LX, paco ifio , i85o; en frant^it. 
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Les équations (4-6 et 10-13) sont ramenées, par 
des procédés géométriques , à celles qu'on en déduit en les 
divisant par xetx^. La résolution algébrique et géométri- 
que des équations carrées ressemble à celle qui est donnée 
par Mohamed -bcn-Mousa (voir tome V, page 567}. 
M. Woepeke a traduit tout ce qui concerne la construc- 
tion des racines de l'équation (17), que l'auteur arabe 
eâèctue au moyen de l'intersection d'une hyperbole et 
d'une parabole. L'auteur arabe n'admet que les racines 
positives, et il considère les solutions négatives comme 
désignant des impossibilités. Le savant traducteur a mis 
des notes qui éclaircisseni le texte. Le manuscrit appar- 
tient à la bibliothèque de Leyde. On n'en connaît pas la 
date précise : les deux limites sont le milieu du xi* et la 
fin du XIV* siècle. Montucla mentionne ce manuscrit (His- 
toire des Mathématiques, tomel, page 385), d'après la 
préface d'un ouvrage du célèbre Meermann (Gérard) , et 
intitulé : iS/ïecimen calcuîi Jluxionalis (i743) iii-4°)- A 
cette occasion, Montucla se plaint de ce que les mathé- 
maticiens négligent l'étude de l'arabe, et les arabistes 
l'étude des mathématiques. Ce reproche ne peut pas s'a- 
dresser à l'Allemagne; M. Wœpeke possède les sciences 
de calcul, comprend l'idiome arabe, 'et écrit avec clarté 
notre langue. La Société asiatique devrait engager et 
encourager ce jeune professeur à publier le texte SjII- 
khâydmj, avec une traduction française. C'est un nouveau 
service que cette illustre Société rendrait à l'érudition 
orientale. 

Pfous remarquerons que les Arabes , en empruntant aux 
Grecs ta construction des lieua: solides, en ont augmenté 
l'étendue^ mais, jusqu'ici, on ne sache pas qu'ils aient 
connu la solution de Cardan. Toutefois les constructions 
géométriques peuvent amener à la solution algébrique 
de l'équation du quatrième degré. 
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En efTet , soit donuée une équatïou <lu quatrièmt' deg\-é \ 
on coDStruit^lcs racines à l'aide du l'iniersection de deux 
coniques. Représentons les équalions de ces coniques par 
P^o,Q^o, àruitedecesconiquesonpeutsubstituerune 
troisième conique représentée par l'équatiou P-(- fi Q^o, 
où fj. est an coefficient arbitraire ; et l'on détermine ce 
coefficient de manière que cette troisième conique se 
réduise à deux droites. La question est ramenée à l'inter- 
section d'une conique et de deux droites, et, par consé- 
quent , à une équation quadratique. Or, pour que la troi- 
sième conique représente deux droites , il faut poser L^o; 
L est l'expression AE' -l- CD' + FB' — ItDE + 4ACF 
rapportée à Téquation hexanânie [*). Celte détermination 
donne pour fx une équation du troisième degré , qui n'est 
autre que iaréduiie du la solution algébrique. Cetteobser- 
vationaélé faite depuis longtemps parM.Lamé, daus son 
excellent Opuscule sur Diverses méthodes géométri- 
ques (**). Cette méthode n'est pas applicable à l'équa- 
tion du troisième degré; elle conduit à une réduite aussi de 
ce degré. On n'a pas encore fait pour le quatrième degré 
ce que M. Bonniakowski a fait pour le troisième (lome IV, 
page 38a) ; savoir : 

Etant donnée l'équation générale 

a,x* + bx' -^- ex' -\- dx -^ r = o , 

et la résolvant par la méthode connue, conuuent dé- 
duit-on les trois racines lorsque a^ devient zéro? 

Note. La théorie des nombres est peu cultivée, et 
communément même dédaignée en France , et pour de 
bonnes raisons. Cette théorie ne fait pas loumcrdes roues, 
ne fait pas ouvrir des vannes, ne fait condenser ni gaz ni 

(*) L ni le iétfrnùnant de Véqualion heianame rendue humi^ne. 
("] I.iHt (G. SE'uofli deidij/ërenteimétheda emploi'^' paar réuni Jit 
1rs proHimei de géomilr-e. Pnm, V'" Cogrcicr, 181H ; in-Ro, 
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vapeur, et, ce qui est encore pis, ue sert pas aux exa- 
mens; ^ès lors les esprits calculateurs, partout en majo- 
rité , sont en droit de demander à quoi bon étudier une 
théorie qui ne rapporte rien. Mon intelligence bornée ne 
me fournit aucune réponse à de semblables questions. Le 
bruit court que, par le même esprit de calcul, le pro- 
cbain règlement de l'Ecole Polyteclinique proscrira la 
mécanique rationnelle des Lagrange, des Laplace, des 
Poisson , et préserva la mécanique très-industrielle de ces 
messieurs. Comme je crois k la pudeur ,' je ne crois pas 
à cette nouvelle : il y a quelque malentendu. (Septem- 
bre , 36. ) 



(•). 



Traité du nivellement, comprehamt la théorie et 
la pratiqua, du mivellement ordinaire et des 
nivellements expëditifs , dits préparatoires oli de 
reconnaissance; par P. Breton {de Champ) , ingénieur 
des ponts et chaussées. Paris, 184S, in-S", 3i3 pages, 
et 4 planches gravées. (Ouvrage autorisé pour les 
bibliothèques des lycées et des collèges. ) 
L'art du nivellement a dû naître avec les premiers be- 
soins des sociétés policées. On sait qu'il fut cul tiré par les 
Grecs, et qu'il faisait partie de leur Géométrie pratique. 
Nous voyons , par les Lettres de Trajan à Pline , que les 
niveleurs de la Grèce étaient en grande réputation 
dans l'empire romain. 
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Coasidéré au point de vue géomëlrique * le problème 
du nivellement est d'une extrême simplicité. Dès que l'on 
a un procédé pour déterminer exactement la différence de 
niveau entre deux points, dont la distance n'excède pas 
une certaine Uiml« , on arrive très-facilement à comparer 
entre elles les hauteurs d'un nombre quelconque de points, 
à quelque distance qu'ils soient les uns des autres. L'in- 
strument à l'aide duquel on mesure la différence immé- 
diate de niveau entre deux points, porte le nom de niveau. 
Od en a fait de formes très-différentes , fondés sur divers 
principes ; mais tous n'ont pas réussi au mëmedegré, parce 
que la pratique exige que le niveau soit d'une manoeuvre 
commode , prompte et sûre. Il serait fort intéressant de 
savoir jusqu'à quel point les instrimients dont les Grecs 
se servaient pour niveler, possédaient ces qualités essen- 
tielles. Far leur secours , ils étaient parvenus, d'après les 
témoignages de Pline l'Ancien et de Vitruvc, àdéterminer, 
avec une surprenante précision, tes pentes les plus con- 
venables pour l'écoulement des eaux. Les notions que nous 
avons sur ce sujet se réduisent malheureusement à fort 
peu de chose. Vitruve donne, il est vrai, la descrip- 
tion du ckorobaie, le niveau te plus exact que l'on connût 
de son temps; mais cette description est obscure, et la 
figure de l'instrument est perdue. Il fait connaître les noms 
in deux autres niveaux appelés dioptra et libra aquaria, et 
lesjiudique comme sujets à erreur, « quod dioptrœ lihrœ- 
V que fallunt. n L'exactitude des nivellements exécutés 
par les Romains est prouvée par tes monuments hydrau- 
liques qu'ils ont laissés. L'ancien aqueduc d'Ârcueil avait 
une pente uniforme dans toute sa longueur, qui est 
d'un peu plus de ii kilomètres. L'aqueduc actuel, con- 
struit au commencement du xvii° siècle , par les ordres de 
Marie de Médicis , offre , sous ce rapport , de continuelles 
et choquantes irrégularités. On peut croire que si la pente 
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totale eût été strictement suflisante , cette entreprise n'au- 
rait pas rénssi entre les mains des constructenrs de celle 
époque. L'art du nivellement n'était plus qa'une prati- 
que grossière et incertaine. 

C'csl à l'astronome Hcard , l'un des premiers savants 
qui furenl appelés à faire partie de l'Académie des 
Sciences , que l'on doil la renaissance de l'art de niveler. 
Chargé d'examiner les projets que l'on avait conçus pour 
amener de l'eau à Versailles, el particulièrement les eaux 
de la Loire , les grandes opérations qu'il eut à faire le con- 
duisirent à inventer de nouveaux instruments bien plus 
précis que ceux qui étaient alors en usage , et des méthfNles 
pour s'en servir sûrement. Habile et consciencieux obser- 
valeur, les résultats obtenus par lui parurent merveilleux 
par leur rare exactitude. Picard avait composé un Traité 
du nivellementqui fut publié en 1684, après sa mort, par 
de la Hire. 

Les succès de Picard avaient inspiré une vive émulation 
à ses contemporains. Mario tte , Rœmcr, Huygens, la 
Hire se distinguèrent par l'invention d'instruments ingé- 
nieux. Le perfectionnement des niveaux fut aussi à la 
mode en Italie, à peu près vers la même époque. On doit 
àBranca, ScipîoClaromonlius elRiccioli, des essais plus 
ou moins heureux; mais l'invention la plus remarquable, 
et l'une des meilleures assurément qui aient été faites, fut 
celle du niveau k bulle d'air, par Melchisedech Thévenot, 
qui en publia la description en 1666, sans nom d'auteur, 
sous ce titre : Machine nouvelle pour ta conduite des 
eaux, pour les bâtiments, pour la navigation et pour fa 
plupart des autres arts. On la retrouve, environ quinze 
ans après, dans un volume in-S", intitulé : Recueil dt- 
•voyages de M. Thévenot , imprimé en 168a. Le niveau 
à bulle d'air n'est autre chose qu'un tube de verre presqui" 
cylindrique , un peu bombé vers son milieu; ses exiré- 
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mités sont fermées henoënquement. L'intérieur est l'em- 
pli d'un liquide non susceptible de geler, ordinairement 
de l'alcool ou de l'éther, gai en occupe toute la capacité, 
sauf une petite partie qui reste vide, et parait comme une 
bulle nageant à la partie supérieure du liquide. On est 
toujours certain que la tangente à la surface intérieure 
dn verre, au point où cette bulle s'arrête eu équilibre , est 
horizontale. Quand ou a déterminé ce point et la direction 
de la tangente, on est en éiat de diriger horizontalement 
un rayon visuel avec la plus grande précision. Dans 
le niveau de Picard, cela se faisait par le moyen d'un 
fil à plomb ou perpendicule , dont la longueur ne pou- 
vait guère excéder i",5oi ses oscillations ne s'arrê- 
taient qu'après un temps assez long. Le niveau de Thé- 
vcQOt équivaut ordinairement à un perpendicule de i5 à 
ao mètres. On en construit, pour les opérations les plus 
délicates de la Géodésie , qui équivalent à des perpendi- 
cnles de 6o à loo mètres, et même davantage. Tout cela 
est renfermé sous un très-petit volume, et la bulle s'arrête 
promptement et presque toujours sans osciller. 

Le haut mérite de cet instrument ne fut toutefois re- 
connu que beaucoup plus lard, quoique R. Hooke l'eût 
signalé en Angleterre dès l'année if>74- [Lectiones cut- 
lerianœ, Londres, itijg, in-4''. Voir, dans ce Recueil, le 
Mémoire intitulé : j4nimadversions on the first part oj 
tlie Machina cœlestis, etc.) L'ingénieur français Cheiy 
enseigna les moyens de rendre régulière la surface inté- 
rieure des tnbes de verre (Mémoire des Savants étran- 
gers. Académie des Sciences, tome V, 1768). A partir 
de ce moment, le niveau à bulle d'air se répandit chaque 
jour davantage. La faveur qui s'attachait encore au ni- 
veau de Picard, n'était plus qu'une tradition née de Ja 
répnution justement acquise par son auteur, mais elle ne 
pouvait dorer en présence de l'instrument de lliévenot, 
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IwiTeciionné par Clieiy et Bamsden. Fendant que l'abbé 
Para, en 1780, cherchait à le rendre d'une manœuvre 
moins tente et moins difBcile (3' édition du Traité du 
nivellement de Picard, et Traité du nivellement de 
Lespinasse), on ne s'en servait déjà plus. Les procédés 
pratiques de l'an étaient entièrement changés. 

Ces nouvelles méthodes étaient en usage depuis une 
trentaine d'années sans avoir été décrites , lorsque parut, 
en i8o5 , V Essai sur le nivellement, ouvrage anonyme 
de Busson-Descars , ingénieur des ponts et chaussées. Ce 
n'était, au dire de l'auteur, que le programme d'un Traité 
complet qu'il se proposait de publier; mais on y trouvait, 
pour la première fois , les nouvelles règles du nivellement. 
Aussi fut-il, dans les princtpaun Recueils de ce temps, 
l'objet d'éloges mérités. La publication faîte à Dragui- 
gnan, en 1813 , d'un Traité complet sur la théorieetla 
pratique du nivellement, par Fabre, ingénieur en chef 
des ponts et chaussées, fut peut-être ce qui empêcha 
Busson-Descars de tenir sa promesse, II se contenta de 
publier à Parme, en i8i3, son Traité du nivellement, 
restreint à ce qui concerne l'usage du niveau d'eau. 
L'ouvrage de Fabre , rempli de renseignements précieux 
sur la pratique du nivellement, laissait à désirer sous le 
rapport de la description des niveaux- L'auteur, éloigné Je 
Paris, n'avait pu sans doute se tenir au courant des perfec- 
tionnements que recevait sans cesse leur construction. 

En i8ao , parut le Traité du nivellement de J.-J. Ver- 
kaven , connu par ses éditions de l'Art de lever tes plans. 
Ce Traité, auquel il n'avait pu mettre la dernière main, 
fut publié après sa mort par un ancien ingénieur, offi- 
cier d'état-major, qui le compléta en y ajoutant la di-s- 
cription , d'après le général Andréossy { Forage à l'em- 
bouchure de la mer Noire) ^ du IcraEi, niveau des fouiai- 
iiîcrs de Constantinoplc , dont les procédés sont peut-être 
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ceux (les anciens Grecs , conservés dans rinunobilîlé 
orientale. 

Le Traité de M. Breton (de Champ) , publié après une 
longue période dans laquelle les travaux publics ont reçu 
d'immenses développements , a pour objet de faire con- 
iia'tre l'art dans son état actuel, avec tous les perfection- 
nements suggérés par l'expérience. 

L'ouvrage est divisé eu cinq livres. Dans les quatre 
premiers, ou ne s'occupe que du nivellement ordinaire, 
c'est-à-dire de l'opération où le rayon visuel est horizontal. 
Le premier livre est consacré à l'exposition des principes. 
C'est la partie géométrique telle qu'on devrait l'enseigner 
dans les cours de mathématiques élémentaires, comme le 
faisait autrefois Itezout. Cette introduction ne suppose 
point la connaissance des niveaux. On regardera peut~ 
être comme élégante la solution de ce problème fonda- 
mental ; Connaissant la différence de niveau de deux 
points a et b, et celle de b et d'un troisième point c, 
trouvcrla différence de niveau entre a etc. L'auteur donne 
sous une forme trè»'Simple , où il n'entre que des nombres 
ronds, l'expression de l'excès du niveau apparent sur le 
niveau vrai, en ayant égard à la réfraction atmosphérique. 
Sa théorie ne suppose point la terre sphérique; cette hy- 
pothèse, qui n'est pas conforme à la vérité, n'est pas da- 
vantage nécessaire. 

C'est dans le second livre qu'on trouve le détail de 
la construction des instruments, et, en particulier, du 
niveau d'eau et du niveau à bulle et à lunette , les seuls 
qui soient aujourd'hui d'un usage général. Les conditions 
géométriques par lesquelles on assure lenr exactitude, 
surtout pour le dernier, sont fort curieuses et méritent 
d'être étudiées avec soin. M. Breton (de Champ) explique, 
ce que personne n'avait encore fait, en quoi consiste vé- 
ritablement le centrage des fils de la lunette. Les autres 
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ntveauit sont l'objet de mentions plus ou moins étendues. 
Il était bon de les nommer et d'en définir le principe, ne 
fût-ce que pour éviter aux inventeurs des tentatives déjà 
faites saiissuceés , où ils échoueraient probablement aussi. 

L'expérience a prouvé que l'on ne peut réussir dans le 
niTellemcnt que moyennant une foule de précautions tui- 
nutîeuses C*). Le troisième livre a pour objet d'en donner 
non point la description complète , ce qui est impossible, 
mais une idée suffisante, dételle sorte que, sur le terrain, 
on sacbe bien quelles sont les choses où l'attention doit 
plutôt s'attacher. On y insiste avec raison sur la néces- 
sité de faire une étude approfondie des erreurs instru- 
mentales. Dans le quatrième livre , M. Breton fait con- 
naître les principaux usages du nivellemeut, particuliè- 
rement pour la construction des voies de commiui cation, 
où l'on a besoin de calculer d'avance le déblai et le rem- 
blai des terres. 

Le cinquième livre contient les procédés de nivellement 
où l'on s'affranchit de la nécessité de se servir d'un rayon 
visuel exclusivement horizontal ; ils conduisent à des ré- 
sultats moins exacts, mais exigent moins de temps pour 
leur exécution. Leur caractère est d'être expéditifs, et de 
pouvoir servir aux études préparatoires sur le terrain et 
aux reconnaissances qui précèdent les études proprement 
dites. L'usage des clisimètres (mesureurs de pentes), les 
nivellements tri gonomé triques à petites et à grandes por- 
tées, le nivellement barométrique sont de ce nombre. 

L'ouvrage est terminé par quatorze notes qui renfer- 
ment une partie des matériaux de la notice placée au com- 
mencement de cet article. La note IX est relative à l'iuven- 



(') En 1799, la CommissiDn d'ÉgjpU a usigné 9 mètres pourdiSe- 
reocc de niveau cnlrc la mer de Suci et celle de Damiellc ; or, celle dir- 
rence vient d'Mre trouvée n'Eue que de 3 crnlimètrea. {Complet rendus, 
séance du 3d septembre i8jo.) 
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tion , par Buachc , de la méthode des sections horizontales 
pour fixpritner la forme de la surface terrestre. On croyait 
geDéralement que Buachc n'avait pensé à exprimer ainsi 
que le fond de la mer. Mais un autre passage de cet au- 
teur, cité par M. Breton (de Champ), montre qu'il com- 
prenait toute l'élendue de cette méthode. Ces notes con- 
tiennent, en outre, divers renseignements sur des niveaux 
et des procédés de nivellement peu connus oud'invention 
récente , sur le degré d'exactitude auquel on est parvenu 
dans le nivellement, sur la réfraction atmosphérique, etc. 
Maniant avec facilité le calcul algébrique et les des- 
criptions géométriques, ces deux puissants guides de la 
science, l'auteur expose et motive avec clarté les procédés 
de l'art , en fait ressortir les avantages et permet d'en ap- 
précier les résultats, Il seraità désirer que le savant ingé- 
nieur voulût appliquer son précieux talent à nous donner 
une nouvelle édition de Bion , augmentée des instruments 
en vogue aujourd'hui, et élaguée de ce qui est tombé en dé- 
suétude. Ce sout la des travaux qui font honneur à l'École 
Polytechnique, et donnent le droit d'aspirer à son ensei- 
gnement. Car, pour avoir ce droit, un titre indispensable 
est celui d'être connu et estimé du public savant , le seul 
électeur compétent. II en est ici comme des grandes mai- 
sons de commerce , qui , pour soutenir leur réputation , 
ne prennent pour associés que de gros capitalistes, dont 
le nom a un crédit sur la place. On raconte que le grand 
Frédéric, cédant à d'importunes obsessions, accorda cer- 
tain emploi à un sujet médiocre en mettant sur le brevet 
cette clause : « Nous nommons un tel en considération 
des services iju il nous rendra, s' il en est capable. « Dans 
le haut enseignement, soit normal, soit polytechnique, 
un professeur doit être nommé en considération de ce 
qu'il a fait et non de ce qu'il fera. 
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TBKORÈU StlB LB8 P6LYG«NBS SUPERPOSÉS ^ 

Pa» m. h. rouart, 

Éléis du Ijrée Loui^»-Crind, daue de H. Bcynac. 



Théoeême. Si l'on place l'un sur l'autre deux poly- 
gones convexes d'un même nombre de côtés, de. manière 
que deux côtés consécutifs de l'un soient coupés par un 
côté de l'autre; on obtient une suite de triangles sail- 
lants ; le produit des côtés extérieurs de rang impair est 
égal à celui des côtés de rang pair. 

Démonstration. Soit n le nombre des côtés de cliaque 
polygone; on forme an triangles extérieurs, ayant deux 
à deux un angle égal comme opposé par le sommet. Dési- 
gnons par fi, (|) '91---1 'in les aires des triangles, para,, 
a,,a, ,...,«,„ les côtés extérieurs, et pari,, i,,i,,.,.,i„ 
les cotés intérieurs successifs; on a la suite de rapports 
égaux : 

t, : t, :: a, b, -.a^b,, 
t,:t> :: a, b, : a, b„ 
ly-.t, ::a,b, : «, è., 






Multipliant par ordre, et supprimant tes facteurs { 

commims , on obtient . 



C. Q. F. D. 
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NITE SUR LE TRUNGIE RSCTILIfiNE 

(loUI. IX, p. Mil; 

Pu M. J. MENTION. 

DEUXIÈME PARTIE. 

1. FeuM. Richardm'ayatu demandé, à plusieurs repri- 
ses, de lui démontrer géoinélrîquemeiit le contact du cercle 
des neuf pointa, voici le moyen auquel je suis parvenu il 
y a quelcjue temps. 

Je me propose de mener, par le milieu d'un des côtés a , 
un cercle tangent au système (/\ et) Au (j3, y). 

Soit F le pied de la bissectrice intérieure passant par 
le sommet A ; ce pied est le centre de similitude interoe 
du système (r, a)\ soient D, D' les points où (r) , (dc) 
touchent le c6té a dont le milieu est Met K le pied de la 
hauteur relative à ce c6lé. On prouve aisément cette pro- 
portion : FD,FD' = FM.FK {voir Gekono, annales, 
tome m, page 496)- Ainsi le cercle cherché passe parle 
pied de la hauteur. Or je choisis le milieu du côté a parce 
qu'il est un point de l'axe radical de chacun des systèmes 
(r, a), (P, y), et me voici amené à cette question spé- 
ciale : 

« Trouver la position d'une circonférence tangente à 
u deux circonférences données, et passant par un point 
u de leur axe radical. » 

Cette position se fixe très-nettement en faisant usage 
d'une solution aussi élégante que peu connue, donnée, 
pour le cas général, par M. Cauchy, alors élève de l'Ecole 
Polytechnifpie (Correspondance sur cette Ecole, tome I, 
page ig3), ce qui conduit au théorème suivant . 

2. THtoaÈME. M . un point lie l'axe rariJcal dt; Jeux 

Ahh. ifltalhimal., t. IX. ( HoTembre i85o.; ^ 
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cerclas, O , O' ; A , A' It-s poùtls de contact d 'une des 
tangentes communes. Les points B, B'où les lignes MA, 
MA' coupent les cercles , sont les points où le cercle lan- 
gent à (OA, O'A') et passant par M touche les cercles. 
Le cenlre du cercle est situé sur la perpcndiculain; 
abaissée de M sur la tangente commune; et si d désigne 
la distance de M a cette tangeole, son rayon est ^al 
à — ^; expression dans laquelle test la longueur commune 

, des tangentes menées par M aux deux cercles. 

Conséquemment, revenant au triangle recliligne de 
cî-dessus, la perpendiculaire abaissée de M sur tang (r, or) 
contient le centre du cercle passant par M tangcntielle- 
ment au système (r, a) ; mais tang (r, a) est perpendicu- 
laire au rayon du cercle circonscrit issu du sommet A 
^voir i" partie, corollaire 3). Donc celte perpendiculaire 
est un rayon du cercle des neuf points. En voilà plus qu'il 
n'en faut pour établir l'identîtc du cercle cherché et de 
celui des neuf points. 

Ce procédé , appliqué aux trois systèmes où entre le 
cercle r, donne le théorème suivant : 

Les droite qui joignent les milieux des côtés aux 
points de contact de tang {^ • r) , (p, /•), (y, ;■) avec le 
cercle inscrit se coupent en un mente point de ce cercle f 

Et trois autres théorèmes analogues relatifs aux cercles 
ex-inscrits. 

3. j^.re.i radicaux des systèmes (r, a) , ([5 , y)..,. Ces 
six axes sont les parallèles menées par les milieux des 
cotés du triangle aux six bissectrices. Ainsi les parallèles 
aux bissectrices externes se coupent au centre radical (z) 
du système [a, (B , y) ; le-s parallèles à ta bissectrice in- 
terne d'un sommet et aux bissectrices externes des deux 
autres sommets, se coupent en des points b', i", ^*', cen- 
tres radicaux des trois systèmes (r, a, (5). De sorte que 
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ces quatre centres radicaux sont les centres du cercle 
inscrit et des cercles ex-inscrits au trianglejformé par les 
nuiieux des côtés du triangle proposé. 

Je terminerai par les deux ëDoncés suivants : 
Théokèiee. Par les points oit le cercle inscrit touche 
les côtés , menez des parallèles aux bissectrices externes 
des sommets opposés à ces côtés; le triangle ainsi formé 
et le triangle z'z'z"' ont pour centre de similitude le 
point de contact du cercle inscrit et de celui des neuf 
poiiUs. 

TnioitÈitE. Par les points où l'un des trois cercles ex- 
inscrits (<z) touche les prolongements des côtés, menez 
des parallèles aux bissectrices externes des sommets op- 
posés à ces côtés, et une parallèle à la bissectrice interne 
du troisième sommet par le dernier point de contact; le 
triangle ainsi formé et le triangle zz " z"' ont pour cen- 
tre de similitude le point de contact du cercle ex-in- 
scrit (se) et de celui des neuf points. 



NOTE SIJR LES INTÉRÂTS GOlPOSfiS; 

P» M. E. BRASSINE. 



1°. Si l'on désigne par c un capiul, et par r l'intérêt 
de t franc par an , le capital composé au bout du temps t 
sera 

c = c(, +0'. 

La somme S des intérêts composés sera 

S = c{t + ry~c = c[i-i), 

CD faisant (i -4- /)' = k- Mais le capiul primitif c rappor- 
terait dans un an un inlérét p, qu'on trouverait par la 
26. 
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relalion p = c.r; d'où 



,(»- 



Cette formule exprime aussi une somme de payemenii 
annuels , augmentés de leurs intérêts composés. Si donc 
on veut trouver le payement annuel qui pourrait éteindre 
un capiul a placé pendant ( années, à intérêt composé, 
on aura la relation 



Ce procédé était employé par mon ancien professeur, 
M. Serres, pour résoudre le problème des annuités, sans 
le secours des progressions. 

a". Si , pour éteindre une dette a , on voulait faire des 
payements annuels, p, a/», 3p,.. ., tp, la détermination 
de p exigerait la sommation de la suite 

p{H.r)'- +2^(1+0'- + ... +((-l)/'(H- /■) + «■/.. 
Cette somme est équivalente à 

K.-H')"- '1. 

3", Il serait naturel de supposer, dans les questions 
d'annuités , que le Uux de l'intérêt varie d'une année i 
l'autre. Supposons que l'intérêt de i franc soit, la pre- 
mière, deuxième, troisième, etc., année, mr, {m — i)r, 
(m, a) r,... , ar, r. Si l'on fait un payement p chaqup 
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année, il faudra sommer la suite : 



+(.-*-«-. r)(H-«-2r)...(.+r)... ■ 
+ {. + ar)(i+r)-(-(n-r) + i J 

Mais en appliquant les méthodes d'Ëuler, relatives aux 
séries hypei^jëomé triques , on réduit la somme 

S = *4- (i + r)*'-|- (i + r) (i + ar)*'. . . 

+ (, +r) (i + ar). . . (, + mr)*- + . . . 

à l'iotégrale de l'équation linéaire 

/■^^-^^^=(S-H(i+r){i+»r)...(i+;;T'i'')-*'-*}r'~'- 

Il est vrai que si l'on développe l'int^ate qui fournit 
la valeur de S , on retombe sur la série qu'on voulait som- 
mer; mais le résultat, mis sous une forme intégrale, 
pourra permettre , dans la pratique, l'emploi de méthodes 
d'approicimation , très-utiles dans le calcul des proba- 
bilités. 



SeLlTWN W PREMIER PROILEMB M) 6RANB CANGOURS 

P» M. L. REGRAT-BELMT, 

ÉUic de SNnl«-BaTfae ( «Umenuires ). 

Problèhb. Par le point P de deux circonférences qui 
se coupent on mène deux droites rectangulaires ; l'une 
d'elles rencontre ta ligne des centras en a, la petite 
circonférence en b et la grande circonférence en c ; 
l'autre rencontre la ligne des centres en a', la petite 

C) Le> solutions coaronnées •eronl donncct procbiinement . en iSâi . 
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circonférence en c' et la grande en b' . Prouver tjue 
l'on a toujours : 

Solution. Les droites bh^ et et/ passent par les ceatres 
o et o'. Si l'on mène la parallèle ck à bb', rencontrant 
la ligne des centres en A*, on a 

f* — *!! 
ac~ ck'' 

et si l'on mène la parallèle t^W à bV, rencontrant U ligne 
des centres en A', 

a'b' _ b'a 

bV ~ «'*'■ 

Or c'A'=:cA', car les triangles o'Vc', o'Ac sont ^^ux; donc 
ab_a'b' 

C. Q. F. D. 



SUR lES AIRIS HS TRUIfClBS RECTILI6NB8 00 SPefiMQIIKS 

iToiri. «. p. r«l^ 



Déduire de U relation 

A B C . S a 6 c 

sia'/> . tang - ■ taog - • tang - ^ a sia ~ • cos - ■ cos - • co« - 

la formule connue 

ABC 
S^/î . tang — ■ tang- ■ tang — 



by Google 



Substituant, fii place de siii », ros -^ cos-i cos -i leur 
' i^ ''221 

développe me Dt en série , et , en place de sin - ^ son déve- 
loppement dans lequel S est remplacé parjr,» multi- 
pliant le tout par R* et posant R = x , on arrive à la re- 
lation demandée. 

Et plus simplement, lorsque le triangle spliériquc 
devient infiniment petit, il se réduit à un triangle recti- 

,. n . . S S a b 

ligne. Uans ic cas, sin p^p, sin- = -) cos-îcos-t 

cos - se réduisent à l'unité. Ces diverses substitutions con- 
duisent au résultat demandé. 



TBBORBMB DE M. STBINKR SIR DES AXES RSCTANGVLAIRBS 
BANS LES CONiOliES. 

Théorème. Par une origine fixe, prise dans le plan 
d'une conique, menons deux droites rectangulaires tfuel- 
conques; soient a et l> les portions de ces droites inter- 
ceptées parla conique;x', x" les segments d^ a formés 
au point fixe; y', x" '''■* segments du h formés nu point 

fixe; la quantité -j^—jr, H — y^—^^est constante. 
Démonstration. Soit 

Aj-' + Bir -*-Cj:'+D/-(- F,j--(-F=o, 

l'équation de la roniquo; axes i-ectangulairc!> et le point 
tixc étant pris pour origine ; passant aux coordonnées po- 
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Uires, on a 

i'(Asiii'<p + BHaf cMf + Ccos'f) 

-I- z (D sin ^ + E cos f) -+- F = o. 
Désignons par z', z" les deux rayons vecteurs coirespoii- 
daats à la même valeur de f ; on aura 



Remplaçant f par f + - ' et désignant par z\ , 2' les deux 
rayons vecteurs correspondants à cet angle , on aura 



(Dci>sç — Esinf)'— 4F(A«>s"if — Bsin^cosf + C»n'f) 

— - — -— p; . 

ajoutant les seconds membres des dcuv équations, on 
obtient 

D- + E»— 4AF— 4CF 

F' 

quantité indépendante de y. C Q, F. D. 

Observation. Le même théorème subsiste , dans les sur- 
faces du second degré, pour trois axes rectangulaires, et 
c'est là le théorème général énoncé par M. Steiner et qui 
reste à démontrer. 



NATE SUR LES ESPACES INFINIS EN GfiOMÉTRIE 
KLÉMSNTiIRB. 

l^a considération des liandes infinies pour démontrer 
des théorèmes de similitude, est employée par In célèbre 
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Aroauld (Aatoîne) dans ses Nouveaux Éléments de Géo- 
métrie, page 19a (10-4"; Paris, 1667), el il dît: En 
voilà la preuve, dont je ne crois pas que jamais personne 
se soit avisé. 

Bertrand de Genève n'est donc pas ie premier qui ait 
employé ce cbanceux moyen de démonstration. 

Nous remarquerons qu'Amauld se sert du mot anti- 
parallèle dans la même acception qu'aujourd'hui (p. a I a) . 

Dans le privilège , il est dit que c'est le sîeor 
Claude de Beaubourg qui publie cet ouvrage sous le nom 
de M. D. M. G. B. ; tous les bibliographes s'accordent à 
attribuer l'ouvrage à Arnauld, il porte d'ailleurs l'em- 
preinte de l'esprit méthodique de Port-Royal. L'illustre 
théologien est né à Paris , le 6 février 1612, et est mort 
refogié à Bruxelles , le 8 août 1 694 > année de la naissance 
de Voluire. 

Le père Lami , oratorien , dans les Entretiens sur les 
Sciences, publiés eu i683, dît que les Nouveaux Éléments 
son t d'ÂmauId , mais la préface est de Nicole'. 



mfiORÉlE DR CAT0PTRI«1IB; 

Pu M. DIEU, 

AgTéi;c de llJiiiversilc, docteur et aciencM mutheniatique*, a Dijon. 



Soienj!, R et N un rayon de lumière qui frappe une 
surface en M, R le rayon réfléchi, et N la normale à la 
surface en M. 

Soient encore (a, ^,y),(ix\ (3', j'')et(i, fi, «) les 
angles qui déterminent les directions de I, Ret N par rap- 
port à trois axes rectangulaires, et u l'angle d'incidence 
(I , N) ^al à l'angle de réflexion (R, N). 
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On Irouvc que : 

cosa'=2cosX.cosu — coscc, 
cos^'^zcosft.cosu — cos^, 
CO»Y^= 2COS v.cosu — CO57. 

Si l'équation de la surface et celles de la droite (I) étaient 
données, on formerait facilement, d'après ces formules, 
les équations de la droite (R). x,y, z étant les coordon- 
nées du point M de la surface , on a 

dx.cOS). ■+■ tfy.COSfi ■+■ tiz. CO&y ^ o i 
donc les formules précédentes donnent 

rfr . cos a' + dj . cos P' + rfi . cos '/ 

= — {rfr.COSa + rf/.COSP + 'fa.COSy). 

Cette formule conduit facilement à la démon stratioti 
du théorème suivant, proposé au concours d'agrégation 
en 1849 : 

Lorsque des rayons lumineux normaux à une même 
surface se réfléchissent sur une surfacedonnée , les rayons 
réfléchis sont aussi normaux à une même surface . 

Note. Cette proposition de Malus a été généralisée par 
M. Dupin ; voir le beau Mémoire de M. Bertrand (Jour- 
nal de Mathématiques, tome W, page i4S; i844)- 



THHRBIIB m H. JiC6BI SUR l!NB SERIE. 

(Journal deM. Crelle, l. XXI, p. il; iS^i.' 



1 . Euler a démontré que l'o 



-K- 
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X est quelconque, et l'on prend pour m successivement 
tous les nombres entiers compris entre — oo et 4- ^ ; on 
Yoit que l'exposant de x est te nombre figure dit penla- 
gonal. 

Voici le théorème de M. Jacobi : 

Théorème. 



[i,-..-^] 



w Si-')-' " =2;?-')-("»+')' ' . 

où j: est quelconque ; pour m, on met tous les entiers 
compris entre — oo et + œ , et pour n les entiers posi-' 
tifs entre o et co ; de sorte qu'on a 

[i — i — x' + *' + *'...]»=: 1 — 3* + 5x^ — 7 j:*. ..; 
les exposants de x, dans le second membre, sont les 
nombres trigonaux. 

Démonstration, Faisons a= 6m ■+- i, 6^an + i; 
m étant im nombre entier quelconque, positif ou n^a- 
tif, et n un nombre entier positif; avec ces conditions, 
ona 

(2) ^(-i~b{n^~b')J'''*'^^'=o {voirp.,^4), 

2 ~ ' 2 ~ ' 

<.'-é' = 4(3«-/.)[3m + « + .), 
ainsi l'équation (a) devient 

divisant par x' , l'exposant de x devient 
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mais X éiani quelconque, on peut remplacer x par x'^*; 
alors l'exposant de X devient 

et l'équation (3) devient 

De là , on déduit 

32(— )-(3"''+")''~^ 2(- ')■("+'>("'+")''' 



ou bien, divisant par 2X et multipliant ensuite par dx et 
intégrant, on obtient 

^(~>r^ ' =2{-i)"(2" + '}-^~^-C. Q. F.D. 

L'illustre analyste déduit de ce qui précède les théo- 
rèmes suivants. 

Théorème i. Soà .un nombre entier p tîe Informe 
a4n + 3, et qui ne soit pas le triple d'un carré; si 
l'on décompose ce nombre de toutes les manières pos- 
sibles en trois carrés, chacun de la forme {6m ±i)', 
deux de ces carrés peuvent être égaux; supposez que 
l'on compte double le cas où les trois carrés sont inégaux; 
le nombre de décomposirions répondant à trois valeurs de 
m, l'une paire et les deux autres impaires, ou bien toutes 
les trois paires, est égal au nombre de décompositions 
correspondant à trois valeurs enm,l 'une impaire et les 
deux autres paires , ou les trois impaires. 
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TnÉORËHE 2. Mêmes données et mêmes décomposi- 
tions que dans le théorème précédent, mais p = ib*; 
les deux nombres de décompositions égaux dans le pré- 
cédent théorème ne sont plus égaux; le premier nombre 
surpasse le second, si b est de la forme 4 -(- i , elle se- 
cond nombre surpasse le premier, si b est de la forme 

4 — 1 ; l'excès est égal à-=b, si b est divisible par 3 , et 

au nombre le plus approché de ^b, lorsque b n 'est pas 

divisible par 3. 

Thëorèhb 3. On peut donner à tout nombre entier 
laforme 

oiia, ^^ y, d sont des nombres entiers. 

Observation. Le premier exemple d'une s^rie continue 
à puissances croissantes, et dont les exposants rorment une 
progression arîthméti<]ue du second ordre , a été donné 
par Euler (Introductio in Anafysin, de partitione nu- 
merorum, §CCCXXI1I; année 1748), et il en a donné 
une démonstration rigoureuse dans les Mémoires de l'A- 
cadémie de Saint-PétersboQJ^ (tome IV, première par- 
tie, 1780, page4i); t' oyez aussi Théotie des nombres 
(tome m, page 128, 3' édition; i83o). M. Jacobi a 
fait voir que ce théorème découle de sa nouvelle théo- 
rie sur les développements des fonctions elliptiques (^un- 
damenta, % LXVT, équation 6, page i85; année 1839)^ 
dans ce même immortel ouvrage, l'auteur donne le pre- 
mier exemple d'une série dont les exposants procèdent 
suivant la suite penUgonale égale à une série dont les 
exposants procèdent suivant la suite trigonale {Funda- 
inenta, page 18Ç); et il a donné ensuite de ce dernier 
théorème une démonstration élémentaire que nous avons 
ci-dessus essayé de faire connaître. 
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SUR LA FORMATION 

1k den séries ^i'» remitre iiK ti disiertitiei siÎTule ie H. fans : 

Summatio guanundam seiierum singulaman; 

D'après M. u pkofbsseoe E, HEINE, dz Borh. 

(Journal do M. Crelle, tome XXXIX, page 188; iBSo.) 

1 . Principe général. Soit 

(.) F(») = 2'l-'-i 

c'est-à-dire que F ( j:} est développé suivant une série in- 
finie, n prenant toutes les valeurs entières positives, 
comprises entre o etao . Si F [x) est décomposahle en 
facteurs, et si l'on peut développer chacun de ces fac- 
teurs en série infinie , le produit de ces séries est identi- 
quement égal à la série (1); A„, coefficient de x", sera 
donc égal à la somme des séries qui donnent x" dans le 
produit des facteurs. 

Ce qui suit est une application de ce principe. 

2. Lemme. 



Démonstration. Soit 

/f')= ^,_,^',,_^^ --- = i + A,.+ A,i'4-A,*'.. 
d'où 

/(/^) = (i~z)/(,)=n.A,«+*A,/-i'-t- ... 
= (i-z)(i + A,z + A,ï' + A,=*4- ...). 
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En comparant les coefficients des puissances i 
blablcs, on trouve 



l-r • (,_rl(,_H)---- 
3. Théoxèiib. La aétiti 

'-r ( t-yj Ci-y') (■-?■)('-?'-')('-?'—) ■ 

est nulle lorsque n est impair, et lorsque n est pair la 
série est égale à 

;,_,)(,_y^)(,_,yi},..(,_^-.). (Gaosb.) 

Démonstration. Dana la série du lemme, faisons 
z = :r* et r = (/', nous obtenons 



»')(i-7''')('-?'^')' 



-^(, _,.)(,_,.)■-■ ■ (,-9').. [,-y-)- 
Le premier membre se décompose en deux facteurs , 



-9 {<-?)(>-?') 



{■ + x){n-9i)(i + ^'xl ■■■ 1 — </ (' — ï)(i-7') "" 

Faisant le produit , on obtient , pour le coefficient 
de X", ' 

I r i-y (.-y|(.-y--') -1 

(.-7)(i-T=)...(.-?-)L '-9 ('-9K'-9') ■■■J 

Ainsi , lorsque » est impair, le facteur enfermé entre 
crochets est nul , et lorsque n est pair, on obtient (ayant 



by Google 



( 4i6 ) 
égard au coeflicienl A„ donné ci-dessus), 

,_^ (,_,l('-7')---l'-1''' 

= (,_,)(,-,■).,.(,-,-'). 

C. Q. F. D. 
i. Théorème, n étant un nombre entier positif, on a 

^(— ?)' (.-?)(— r) ' 
(,-,-)(,-,^')(— ,-■) ^ 

= li+,")l.+îVVt+îV -v+îV' 

(Gaoss.) 

Démonstration. Dansle§2, faisonsr=^*et«=Xi 
on obtient 



^{-^ 



Le premier membre se décompose en deux facteurs, 
savoir : 



(l—j:}(t—qx)(l—q'x)(l~q'x)' 



("-9){'-î') ■ ('-9)( — 7') -{(-î") 



. — î^*)!'--?^*) 



{'-7}('-?') ('-?)---('-7") 
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Faisant le produit , on obtient , pour le coeflîcient 

de X", 

Comparant avec le coefficient A„ oî-dessus, on a 

■-Î ' (—?)(■-?■) ' 

C. Q. F. D. 

Observation. C'est de ces deux séries c[ue le prince 
des arithmolognes du siècle a déduit la loi de récipro- 
cité pour les restes quadratiques; loi qui a reçu une 
grande extension par les découvertes de MM. Jacobi , 
Diricblet, et par les récents travaux de M. Eisenstein , 
jeune arithmologue célèbre dès son début, Hermite de 
l'Allemagne. 



CORRËSPONBANCE. 

I . Un élève du lycée Saint-Louis nous donne commu- 
nication d'une construction géométrique, fort simple, 
trouvée par M. Redaulj, professeur à ce lycée. Il s'agit 
de construire deux carrés qui soient entre eux comme 
deux cubes donnés. Un problème général de ce genre a 
été résolu par M. Pcyronny, aujourd'hui capitaine du 
Génie (uoir tome III, page 371; i844)- Le rapport de 

Ann. 4e Malhémat., I. IX. (NoTombro iSSo.; ^7 
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deux puissances semblaHcs peut toujours ctce ramené au 
rapport de deux lignes, 

â. Dans une conique à centre, la normale divisée par 
le diamètre perpcndictdaire à cette normale, donne un 
quotient constant (communiqué verbalement par M. Gen- 
til, chef d'institution ) ; conséquence immédiate du théo- 
rème de M. Joachimsthal (foir tome VII, page ii4)- 

3. M. Hément, professeur au lycée de Strasbotu^, 
nous a adressé un tableau synoptique qui montre le paral- 
lélisme entre la théorie des figures semblables planes et 
des figures semblables solides. 

Exemple . Les triangles équiangUis sont semblables; 
son correspondant est en regard, les tétraèdres éqtd- 
angles sont semblables. M. Hément énonce ainsi douze 
théorèmes, parmi lesquels nous remarquons ces deux 
énoncés : deux triangles rectangles qui ont un angle 
aigu égal sont semblables ; deux tétraèdres trirectatigles 
qui ont un angle dièdre égal sont semblables. Ces pa- 
rallélismea sont très-utiles dans l'enseignement et s'ap- 
pliquent encore à d'autres théories. 

i. On sait que l'intégration des équations linéaires à 
coefficients constants est ramenée à la résolution d'uue 
certaine équation. M. Jaufroid, professeur à Dijou, exa- 
mine le cas connu où cette équation a des racines égales. 
Cette discussion nedifTère pas essentiellement de ce qu'on 
trouve dans les traités classiques. IVous engageons ce pro- 
fesseur à lire un Mémoire de M. Malmstcn, écrit en fran- 
çais, dans le tome XXXIX du Journal de M. Crelle, sur 
les moyens d'obtenir l'expression de la n''"" int^rale 
particulière de l'équation linéaire 

à l'aide des n — i valeurs y , , j', , . . . , j„_, qui satisfont à 
cette équation. C'est ce que nous connaissons de plus sa- 
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Lisfaisant , de plus général sur cette matière. Nous j re- 
viendrons en i85i. 

5. M. C. Peaucellier, élève au lycée Louis-le-Grand , 
traite de la transformation des coordonnées dans un plan , 
par la méthode des projections , qu'il dît , avec raison , 
être la plus générale. On la doit à Hachette j elle s'applique 
également aux coordonnées dans l'espace. Cette méthode 
est consignée dans plusieurs ouvrages élémentaires, entre 
autres dans les Nouvelles leçons de MM. Briot et Bouquet. 

6. M. Maïuiheim, élève de l'École Polytechnique, fait 
cette belle observation sur un théorème connu : Lorsque 
deux sommets A et B d'un triangle ABC de grandeor. 
constante se meuvent sur deux droites ûxes Oj;, O^, le 
troisième sonmiet décrit une ellipse, et le point O, inter- 
section des deux droites tïxes, est le centre de l'ellipse. Si 
l'on circonscrit une circonférence au triangle formé parces 
droites fixes et le côté AB dans une position quelconque, el 
que l'on joigne le sommet C au centre O' de cette circon- 
férence, par la droite CO' qui rencontre la circonférence 
en deux points D et £ , les droites OD et OE sont les di- 
rections des axes de l'ellipse; les distances CD, CE du 
sommet C à la circonférence sont les longueurs des demi- 
axes de cette ellipse. 



BIOGRAPHIB. 

LENTHÉRIC (Pibbiir), professeur. 

Il marche droit; pratique la justice j <iit la vérité tfut 
est dans soncœtir; sa langue ne calomnie jamais ; Une 
fait point de mal à son semblable,- ne verse point Pop-' 
probresurson prochain ; dédaigne l'homme méprisable j 

27.- 
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honoit! ceux ijtii craignent le Seigneur; lient son ser- 
ment, ntême à son déiriment. (Ps. XV,) 

C'est ainsi que le Psaliuistc a tracé , il y a viugt-ciDq 
siècles , le caractère de celui dont nous allons esquisser 
la vie. 

Dans la fertile vallée de Bezicrs, au nord de cette 
charmaute ville, est située luie petite commune nommée 
Allignan-du-f^ent. On y trouve la simplicité, les mœurs 
àc la campagne, mais non pas l'ignorance. Les habitants 
parle 11 t^'a»çaû , distinction honorable dans utie coutréi: 
où l'idiome languedocien est la langue usuelle. 11 y a qucl- 
ques années que l'Université renfermait plus de vingt fonc- 
tionnaires, inspecteurs, proviseurs, professeurs, etc. , nés 
àAllignanoù l'on compte à peine onze cents âmes. Existe- 
t-il un second village en France duquel on puisse eu dire 
autant? Une autre singularité est que plus du quart des 
familles de l'endroit portent le nom lombard i«nf/ié»ï't, 
devenu synonyme, dans le pays, à honneur et probité. 
Issues probablement d'une même souche, il n'existe poui'- 
tant entre ces familles que des parentés par alliance. 

Jean-Jacques Lenthéric, bourgeois aisé de la commune, 
eut cinq enfants, deux garçons et trois filles, de son union 
avec Claire Paierq, d'Abeillan (pris Allignan). L'instruc- 
tion avait développé chez cette femme d'admirables qu|- 
lités ; d'une piété douce et éclairée , charitable avec intel- 
ligence , son nom n'est encore prononcé dans la contrée 
qu'avec un sentiment de vénéraiiou. Aous insistons sur 
ces détails , car , dans l'éducation , l'influence des mères 
est prépondérante. Déposer dans le coeur des enfauts le 
germe de la vertu , y allumer la foi aux idées religieuses , 
est une sainte mission confiée par la Providence aux 
femmes. Celle-ci a parfaitement rempli une mission dont 
elle est, sansdoiite, récompensée. 

D'après une sag<' et louable coutume, le lils aine fut 
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de:itîiié à laculturedii bien paternel, qutdoiinait :'■ ovllefa- 
mille, aux goûts simples et modestes, une honnête aisance. 
C'est le père du professeur actuel du Génie à Montpellier, 
et cpii veut bien enrichir quelquefois les Nouvelles an- 
nales de ses instructives communications. 

Lemhéric (Kerre), le lîh cadet, néleg févriei- 1793, 
fut destiné à une profession libérale. On le confia, dès 
l'âge de neuf ans, à un bon curé d'un village voisin (Ni- 
sas) ; à douze ans , on l'envoya au collège de Beziers , alors 
sous la direction de son compatriote Bouchard ; mais 
M. Crozat ayant fondé, quelques années après, un col- 
lée à Allignan, les parents rappelèrent le jeune Len- 
thëric auprès d'eux, et il termina à Allignan des études 
élémentaires assez faibles et très-incomplètes. II sut bien- 
t6t après tout ce que ses maîtres étaient capables de lui 
enseigner, et s'était toujours fait distinguer par son carac> 
tère docile, son application et son intelligence. 

C'est avec ce mince bagage littéraire et scientifique 
qu'il fut envoyé à Montpellier, à l'âge de dix-sept ans, 
pour étudier en médecine. C'était le temps où d'intertni- 
nables guerres, soutenues pour des intérêts dynastiques, 
avaient rendu la conscription l'eflroi des familles, qui dé- 
ploraient l'ambition du souverain. I.cs remplacements, 
très -dispendieux , dépassaient les moyens ordinaires. 
Comme l'on voyait beaucoup partir et peu revenir, les 
exemptions étaient recherchées comme des rachats de la 
peine capitale- L'emploi de maître d'étude, souvent plus 
dur que te service militaire, en dispensait. C'est en 
juillet 1811, par l'entremise de Bouchard, son ancien 
principal, devenu inspecteur d'Académie, que Lenthéric 
fut admis, comme maitre d'étude, au lycée de Mont- 
pellîer. Malgré ces pénibles fonctions, il ne discontinua 
pas ses études médicales pour lesquetl'.-s il montrait du 
goùl c\ de l'ardeur, lorsqu'une eirrnnstaiicc parlîrulièrr 
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leporu vers les scivDceseicacies, auxquelles il éuit resté 
jusqu'ici n peu près étranger. Eacontre , géomètre distin- 
gué, connu surtout par de savants Mémoires dans les 
Annales de Mathématiques, était alors professeur au 
lycée de Montpellier. Un jour, étant arrivé avant Tlieure 
de la classe , le professeur aborde , dans la cour du col- 
lège, UD jeune maître d'étude, le fait causer, s'informe 
de ses occupations, de ses projets ; lui trouve de la mo- 
destie, de riuielligeoce , une rectitude d'esprit peu com- 
mune, et l'engage avec bienveillance à venir le voir chez 
lui. 

Lenthéric ne racontait jamais sans émotion la première 
visite du simple maitre d'étude au professeur placé si 
haut dans l'estime et dans la considération publique. 
Vingt-deux ans plus tard, il devait rencontrer, dans la 
même maison , une jeune épouse , telle que sa digne mère 
aurait pu la souhaiter à son fils. Existe-t-il un plus bel 
élt^e? 

Encontre conseilla à son jeune protégé d'abandonner la 
médecine et de se livrer à l'étude des sciences, en lui of- 
frant ses conseils et ses leçons. Le jeune homme accepta 
avec ardeur cette ofire généreuse : son application et ses 
succès lui valurent, en i8i5, le titre de professeur de 
mathématiques élémentaires au lycée de Montpellier, 
après avoir rempli , pmdant cinq ans , les pénibles et 
ingrates fonctions de maître d'étude. Il rappelait sour 
vent ce titre avec oi^ueil *, c'est qu'alors , en effet , il avait 
développé cette vigueur de caractère et s'était livré à ce 
labor ùnprobus , sauve-garde des passions dont aucune ne 
troubla une jeunesse studieuse. 

En i8at il remplit les fonctions de censeur, et fut 
aussi chargé de l'enseignement de la physique , qu'il pro- 
fessa avec le même talent que les mathématiques . 

Nommé suppléant du professeur de malbématiquct 
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transceatlautes à la l'acuité, il en remplit les fondions 
de 1827 à i83o. 

En i83o , le célèbre fondateur du journalisme mathé- 
matique en France, le vénérable M. Gei^onne, étant 
devenu recteur, Lenthéric, longtemps son collègue, le 
remplaça dans la chaire de mathématiques spéciales , et 
suppléa la chaire d'astronomie de i83o à i833 ; cette 
mfimc année, il devint professeur titulaire des mathéma- 
tiques transcendantes à la Faculté. 

n Doué d'un savoir étendu, Lenthéric connaiseail toutes 
» les méthodes; il les avait appréciées, suruut au point 
M de vue de l'enseignement. Aussi son cours brillait par 
» l'ordre et l'enchaînement des propositions , el par l'art 
B avec lequel il savait resserrer chaque théone, et la i-es- 
» treindre à sa partie essentielle pour que l'intellig^ice 
" de l'élève pût l*embrasser tout enùère , en saisir l'esprit 
» Cl se la rappeler sans eSbrt. Une fois devant des audi- 
» teurs, il savait oublier tooie sa science pour se mettre 
H à leur portée , et deviner en quelque sorte , dans le re- 
» gard de l'élève , la difficulté cpii l'arrête pour l'aplanir 
t> immédiatement. Quiconque a suivi ses leçons n'ou- 
» blîera jamais la lucidité de sa parole , la netteté de son 
Il exposition, le talent avec lequel il savait diriger les 
H jeunes geus et leur donner des indications pratiques ; 
H ces conseils d'autant plus précieux , qu'on les cherche 
Il vainement dans les livres. Ce sont ces diverses qualités 
u qui lui ont valu ses succès dans l'enseignement. Chaqoe 
I) année sa classe fournissait aux écoles de nombreux et 
H bons élèves qui sont répartis aujourd'hui dans les corps 
» savants. TouBontconservénn précieux souvenir de son 
» zèle infatigable, de ses méthodes et du talent d'exposi- 
n tion qui le caractérisait. » 

Nous empruntons cette appréciation judicieuse d'un 
beau talent à une Notice dr M- Tïoeii'', géomètre d'an 
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bel avenir, élève et successeur de Leutbéric. Parmi ses 
autres élèves déjà avantageusement connus dans la 
science, nous comptons M. l'abbé Aoust, agr^é de 
l'Université et professeur au lycée du Strasbourg; M. Os- 
sian Bonnet, professeur au collège RoUin; et M. Len- 
th^c neveu, professeur à J' École du Génie à Montpellier. 
Tel était le professeur, éminent au milieu de tant d'excel- 
lents fonctionnaires qui font l'ornement de l'Université. 
Lorsque Unt d'autres se bornent strictement aux devoirs 
professionnels, et, laissant dormir des lalenu que la Pro- 
vidence accorde sous bénéfice d'en user, s'engourdissent 
dans une honteuse inertie, LenUiéric, obéissant à de saintes 
convictions, trouvait toujours, dans un bieu accompli, 
l'activité nécessaire pour un nouveau bien. Partout oiî il 
fallait une probité sévère , une intelligence éclairée, un. 
dévouement sansliornes, c'est a Lenthéric que ses conci- 
toyens s'adressaient. Tel il se montrait au conseil des 
hospices, dont il était administrateur, jusqu'à sa mort; 
tel on le voyait au conseil municipal , où il fut porté par 
le suffrage unanime de toutes les opinions, ed i83a , et 
derechef en i848- t-es opinions les plus exagérées s'in- 
clinaient devant la modération du sage; sa coopération 
n'était jamais stéHle , et lui a même survécu ; c'est ainsi 
que la cité de Montpellier exécute en ce moment un beau 
travail de distribution des eaux, dont la première idée 
appartient à Lenthéric. 

Platon dit, dans sa VIP Lettre, k que le genre bu- 
n main ne sera heureux que lorsqu'il sera gouverné par 
Il de vrais philosophes. » On ne cite guère cette asser- 
tion que pour la critiquer, comme étant démentie par 
l'expérience; mais à tort, car, chez les anciens, le point 
de départ et d'arrivée, Valpha et Voméga de toute philoso- 
phie, c'est la vef'fud'abord,ct la science ensuite; tandis que 
chez beaucoup detios prétendus philosophes , il v a invcr- 
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lioD et souvent même divorce. Ils se distinguent du vul- 
gaire par l'intelligence et non par la sagesse. Plalon serait 
complètement justifié si tous les gouvernants étaient mo- 
delés sur Lenthéric {■"). 

Dansia vieprivée, dout^d'un caractère dont rien ne trou- 
blait la sérénité , d'une humeur toujours égale , d'une ex- 
trême patience , d'une extrême indulgence pour les défauu 
d'autrui; il n'avait jamais que des paroles douces, sans 
la moindre amertume. Esprit conciliant, observateur rigou- 
reux des moindres convenances , nullement exigeant pour 
lui-même, il faisait rayonner le bonheur sur tout ce qui l'en- 
tourai t. 11 avait épousé en secondes noces une femme dont 
les agrémentspersonnelset les qualitésducœuretdel' esprit 
ont charmé les quinze dernières années de son existence. 
Lenthéric , d'tm physique avantageux et d'une santé ro- 
buste, semblait destinéà ime longue carrière. Parunc sorte 
de pressentiment , il alla , pendant les vacances de 1 849 * 
visiter le foyer natal qu'il ne devait plus revoir. A son 
retour, des symptômes alarmants se déclarèrent subite- 
ment ; le mal Ct en quelques jours des progrès effrayants. 
Les soins affectueux et intelligents des professeurs de la 
célèbre Faculté , et le dévouement d'une famille éplorée , 
tout fut inutile. S'éteigiiant lentement et sans souffrance, 
il termina sa mission terrestre, le 19 novembre 1849, à 
l'âge de cinquante-six ans. Sa perte a été ressentie dans la 
contrée comme un deuil public. Toute la cité, dans tontes 
les conditions , a voulu accompagner l'homme de bien 
a sa dernière demeure; cortège spontané cpii suit rare- 
ment les grands aux yeux du monde. 

Il avait pour amis, Serres, savant professeur d'ana- 
tomie à la Faculté de Montpellier, qui l'a précédé de six 
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mois daus la tombe; et M. BaUrd, célèbre chimiste, 
membre de l'Académie des Sciences. 

Un testament olographe, trouvé parmi ses papiers, se 
termine par ces lignes : ii Je déclare mourir dans la re- 
ligion catholique, apostolique et romaine, tjue les vertus 
de mon père et de ma mère m'ont Jait aimer et respec- 
ter tout autant que les vérités quelle enseigne. ■» 

Ce peu de mots résume son caractère , toute sa vie. 

11 laisse une veuve et trois enfants, doot on fils de 
treize ans, qui donne déjà de belles espérances. 

Le Ministre de llutniction publique a adressé à la 
mère une lettre de condoléance trés-Aalteosc ; distinc- 
tion honorable, nullement sollicitée, hommage rendu 
aux qualités supérieures de la femme, expression offi- 
cielle d'estime et de regrets du corps universitaire pour 
l'ancien professeiur de la docte Faculté de Montpellier; 
titre d'honneur que la famille se transmettra pour co 
être toujours digne. 

Ouvrages de LENTHÉRIC (Pibrbe). 

i". Traité d'Arithmétique pratique, in-8"de io5 pages. 
Montpellier, A. Ricard, imprimeur. 

Ce Traité fut composé pour les ouvriers qui sui- 
vaient les cours fondés par l'auteur d'après les idées de 
M, Charles Dupin. 

a". Manuel pratique des nouveaux Poids et Mesures, 
in-S" de 86 pages avec une planche. Montpellier, i SSg. 
Ouvrage d'utilité publique. 

3". Trigonométrie et Géométrie pratique ; ouvrage au- 
torisé par le conseil royal de l'Instruction publiqw 
pour l'enseignement dans les collèges de l'Université ; 
fn-8" de 48o pages. Montpellier, 1841. 
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H L'auteur s'est attaché k initier lu commeuçant à la 
» pratique de cette scieDce, aux méthodes les plus 
M simples, aux calculs les plus courts, les plus ayants. 
» A travers la forme élémentaire du livre , on reconnaît 
» l'influence des idées générales qu'il a puisées dans les 
» ouvrages des grands maitres, et cette longue habitude 
M de l'enseignement qui manque trop souvent aux au- 
» leurs d'ouvrages élémentaires. » C'est l'opinion de 
M. Roche, habile professeur déjà cité. 
4"- Un travail sur la distribution des eaux de la ville et 
sur ta quantité d'eau fournie par la fontaine Saint-Clé- 
ment ; ouvrage fort estimé et consulté par la mairie de 
Montpellier et par celle de Lyon. Il est épuisé. 
5°. Des discours académiques et pour des distributions 
de prix et de rentrée de la Faculté. Le discours sur 
l'ensemble des sciences mathématiques, prononcé, 
en 1847, pO"'" '" rentrée des Facultés, fit une grande 
sensation. 

AsHALES DE GeRGONME. 

i". Arithmètitfue , tome XI, pages 337-344 '■ Solution 
de cette question : « On écrit de suite les nombres 
» consécutifs 012345...9, 0133...9,..., trouver le 
» chiâre d'un quantième donné; » question que 
M. Bertrand a mise dans son Arithmétique ; 

— Tome IV, pages a65-a73 : Essai sur la trausfoi'mation 
des fractions. 

a". Géométrie élémentaire, tome XVI, page 120 : Théo- 
rème sur les polygones circonscrits au cercle \ 

— Tome XVni , page 83 : Diviser une circonférence 
en trois arcs dont les cosinns soient dans un rap- 
port donné; 

— Tome XVIIl , page aSo : Volume du tétraèdre en fonc 
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tioD de deux cotés opposés, de leur angle et de leui' 
distaoce ; 

— Tome XX , pages i83-i83: BecWrche du cylindre de 
plus grande surface ou de plus grand volume entre 
tous ceux qui sont inscrits à une même sphère. 

3". Trigonométrie, tome XVI, pages 39-45: Sur les 
sommes des puissances semblables des sinus et cosinus 
des divisions de la circonférence; 

— Tome XVni, page 83 : Division d'un arc en segments 
dont les cosinus soient dans un rapport donné. 

4". jinaljse tdgébiique, tome XVI, page 121 : Théo- 
rème, p et (f étant des nombres entiers quelconques, 
on a toujours 

, , /* ? . yp — * t-7~ ' 

11 2 2 

I P-P— '■/' — a ?•? — !■? — a 



1 ' 2 " 3 '"' 

— Tome XX, pages 297-399 : Note sur la limite supé- 
rieure des racines positives des équations numériques; 

— Tome XXI, pages lui-i 17 : Résolution de quelques 
cas de l'équation binôme. 

5". Géométrie analytique , tome XVII, pages 366-377 : 
Rechcrclie du paramétre d'une section conique en fonc- 
tion symétrique d'un nombre impair de rayons vec- 
teurs et des angles qu'ils forment avec une droite lixe 
(Mémoire intéressant) ; 

— Tome XVll, pages 79-83 1 Sur les asymptotes des 
courbes algébriques ; 

— Tome XX , pages 34-36 ; Lieu du centre de graritr 
d'un rayon vecteur de conique. 

6°. Staiitjitp, lome XVI, page 3o : Si des forces au 
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nombre de m, agissant sur un même point O de l'es- 
pace, soiii représentées en intensité et directioapar des 
droites OP,, OP,,.., 0P„ , le centre M de moyenne 
distance des points P, , P,, . . , , P„ sera un des points de 
la résultante des forces , et si cette résultante est re- 
présentée en grandeur et direction par OR , on aura 
OR = B.OM; 
— Tome XVII , page 338 : Théorème sur deux cas d'équi- 
libre. 

y", jéstfonontie, tome XII, pages ^i-Gg: Essai d'une 
théorie générale des mouvements apparents. (Travail 
remarquable que M. Lenthérîc neveu complétera. ) 

8". Arithmologie , tome XX, pages 38o-382 : Le pro- 
duit des trois c6tés d'un tnangle rectangle en nombre , 
est toujours divisible par 6o. 

O. Terquem. 



SdLlTNN rilNB QIJKSTION ÉKONCÉE SUR LES AIRES BES 
TIIIAN61ES RECTILIGNES OU SPHÉRK)IIES 

Pab m. Gdstavi MARQFOT, 
iMlitation Siintc-Barbp. 

Soient a^b, c les càtés ; A , B , C les angles ; p le demi- 
périmètre; S Taire d'un triangle, soit rectilïgne, soit 
sphérique; dans ce dernier cas S désigne l'excès sphé- 
rîquc : ou a les deux théorèmes 

(i) p'Ung- tang - lang-=; S, 

A B C . -f, a b c 

(?,)îin'/'Wng - lang- lang liing ;- xzasjn - cos- cos -cos- ■ 
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On demande comment on passe du second théorème au 
premier. 

Démonstration. Dans la formule (3), /), a, b, c re- 
présentent des nombres de degrés, ou bien des longueurs 
d'arcs comptées daas la sphère de rayon i. 

Si l'on veut introduire des longu^irs d'arcs Ot , ^1 > etc. , 
comptées dans une sphère de rayon R, on a la relation 

" = 5' 
et comme l'excès sphérique ^ ^ , en rapportant la sur- 
face du triangle sphérique au carré, la formule (a) est 
équivalente à la suivante : 

. ,/j, A B C .S a, ft, c, 

s.n'-tang-ta«g-UBg- = 3sm^«»— co._oos— . 

On peut l'écrire de la manière suivante : 



Si l'on suppose que le rayon devienne infini, après 
avoir supprimé le facteur ^, commun aux deux mem- 
bres , cette formule devient 

A B C „ 

p\ Ung - tang - tang- - = S. 

Observation. M. Tillol, professeur à Castres, résout 
la question en employant des séries (page 406). 
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SOLUTION DE U QUESTION 229 



P*B H. A. RSTIEPfflE, 
Ëlère du lycée deVeruIUe*. 



Première solution par la géométrie analytique 

dans l'espace. 

Je prends pour origine , le centre de U sphère. Soient 

x',y\ z' les coordonnées du premier point, x'^y", x" 

celles du second point ; 

Soient aussi , 

i' la disUDce du point x', y' y z' au centre de la sphère ; 
i" la distance de l'antre point au même centre; • 

A' la distance du point a;', /', z' au plan polaire de 

l'autre point; 
A' k distance du point x", j", z" au plan polaire du 

premier point; 
L'équation de la sphère étant 

x' -h J-' -H ï' = t^, 
celle du plan polaire du premier point sera 

**'+j/ + ïa' = /*, 
et celle du plan polaire du second point sera 
■ï^ + yy" + zz" ^ j^. 

Appliquant alors la formule qui donne la distance d'un 
point à un plan , j'aurai 

, _ .r"j'+j-V-t-a"j'— H „_ J^''j^+.r".r'+sV-r' 
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Divisant membre à membre, j'a 



^" ' 



v'*.' -»- r,' -> 



C. Q. F. D. 

Seconde solution par la géométrie anafytùfue plane. 

Il est évident que les deux points donnés, le centre de 
la spbère et les deux perpendiculaires sux plans polaires, 
sont dans un même pian ; ce qui ramène à une question de 
géométrie plane, qu'on résout facilement par la compa- 
raison de triangles semblables. 

Note. MM. E. Clère, ingénieur des pont^ et chaussées. 
• et Hue (Armand), professeur d'hydrographie à Bajonne, 
ont aussi démontré le théorème de cette seconde manière. 
Que devient le théorème en remplaçant la sphère par une 
surface du second degré à centre? L'analyse deM. Esiienne 
facilite cette recherche. 



SOLUTION n 14 QUESTION U 



Trouver le lieu des intersections saccessii'es de toutes 
les ellipses ayant un diamètre donné de grandeur et de 
position, et son conjugué donné de grandeur seulement. 

Je prends l'une des ellipses correspondante à une posi- 
tion des deux diamètres donnés. Sou équation est 
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Si l'on prend pour nouveaux axes le même axe des x et 
une perpendiculaire menée par l'origine pour axe des^, 
l'équation de l'ellipse deviendra, à l'aide des formules de 
transformation 

— ï— _ . ,cosa 
■^~sin9' ~ -^sii^a' 

a"/'+ h'''{xw\H — jcos8)' = a''A''sîn'8, 
ou, en développant, 

i'V+ ft''sin'0.ar' + i"cos'9.j'' 
— 2i"xr.sinecos9 ^ n" fi" lin' 6. 
Cette équation devient, en remplaçant sin' 9 pai- 

1 — COS29 ,- 1+COS29 , 
, cos' par ) et en ordonnant , 

6"(x'4-j''— a")-|-2<i"/' 
= é"(x= — j-' — a") cos 2 6 -H 2fr"J^f.Hn2B, 

Pour trouver le lieu des intersections successives des 
ellipses représentées par cette équation lorsque l'angle ad 
varie, il faut, d'après la règle ordinaire, prendre la dé- 
rivée par rapport à a $ et éliminer cet angle entre l'équa- 
tion ainsi obtenue et la première. 

La dérivée est 

fr"(jr' — J-' — a").una9 — a ^'V^j-cosaBr^o, 

et l'angle 9 s'élimine en élevant les deux équations au 
carré, et en ajoutant; on obtient ainsi 

[i"{:r' + j-'-B") + 2«"j-']' 

ou , toutes réductions faites , et en posant , pour abr^er, 
i'*4-2a" fi"f6" + a(i") 

*'= ï ' ^= 2(«"+i") ' 

A'j'--1-B'*' = A'B', 
équation d'une ellipse rapportée à son centre et à ses 
axes. 

.Inn. it StMhémai., I. I\. (NatL-mbro iSSu.J ^^ 
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mwm ENTRI UNE QUESTION D'ALGfiBRE ET UNE 
QIESTION DE CALCUL INTÉGRAL; 

pAt. M. E. BRASSINNE. 



i". Si l'on veut trouver les conditions pour que deux 
équations algébriques entières, 
(,) /(») = », FM = o, 

aient une, deux, trois, etc., solutions communes, il suffit 
d'exprimer que leurs premiers membres ont un diviseur 
commun, du premier, du deuxième, du troisième, etc., 
degré. Lagrange, dans un Mémoire d'algèbre, donne un 
procédé élégant pour trouver les conditions qui expriment 
que les équations proposées ont p solutions communes. Il 
considère, pour cet etTct, le système y (x) + V ^ o et 
F(j;) = o, puis il élimine j; entre ces deux équations; le 
reste final, fonction de V, devra avoir p valeurs nulles de 
cette variable , si les proposées ont p solutions communes , 
le dernier terme de ce reste et les [p — i) dérivées, p;ir rap- 
port à V, devront donc être nulles pourrhypoi1ièscV=:o. 
De plus, comme V s'ajoute au dernier terme ij de/(x), 
et que d'ailleurs V doit être égale à zéro, il suffira, en gé- 
néral , de chercber le commun diviseur entre X{x) et 
F(a:) ; le reste final indépendant de x sera nul , s'il y a 
une solution commune ; ses dérivées successives par rap- 
port à 9 seront nulles, s'il y a plusieurs solutions com- 
munes. 

a". Le raisonnement de Lagrauge s'applique sans diffi- 
culté au système de deux équations difTérentielles linéai- 
res, dont les coefficients sont des fonctions algébriques 
entières de .r. En cllet (comme je l'ai démontré eu i84a. 
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Mémoires de V Académie de Toidouse), pour trouver les 
solutions commuues entre deux équations de l'ordre 
m -J- /* et /> de la forme 



(2) 






on pose la suite d'identités 

X _ir '^"-'(X,) 



K, L, etc., étant des coefficients déterminés, de telle 
sorte que le terme de l'ordre le plus élevé se détruisant 
au premier et au second membre, les restes successifs 
que donneront de simples additions ou soustractions 
soient d'un ordre moindre dune unité que les fonctions 
du premier membre. Ce procédé, appliqué aux deux 
équations proposées, conduira à un dernier reste fonc- 
tion de X seul, qui devra être nul de lui-même si 
'^m+f — o et Xp ^ o ont une solution commune. Deux 
trois, etc., solutions communes, auraient entraîné l'an- 
nulation identique d'une fonction du premier, deuxième 
troisième ordre. 

Pour appliquer au système proposé le procédé de La- 
grange , remplaçons le dernier terme Ç^y du système ( a ) 
par (Q ■¥-y)y et procédons à la recherche des solutions 
communes du système (a) ainsi modifié [on pourrait aussi 
ajouter la fonction arbitraire V au premier membre d'une 
des équations (a)]. On poursuivra l'opération jusqu'à ce 

38. 
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qu'on trouve un reste tînal, fonction de x et de V ; ce reste 
algébrique devra donner pour V autant de valeurs nulles 
qu'il y a de solutions communes. 

Dans les opérations successives relatives à'Ia recher- 
che des solutions communes entre les deux fonctions 
X,,j+.p -J- Vj- = o et Xp^ o, on pourra se dispenser de 
prendre les dérivées par rapport à V, bien que cette quan- 
tité, par la substitution des solutions deXp=:o dans 
X«+p+Vr = o, soit fonction de x. Si, en effet, on 
faisait varier V, le résultat anal serait de la forme 
rf*v J»-'V 

pour une solution commune, ce dernier reste, égalé à 
zéro, doit donner une valeur de V nulle; mais V éunt 
alors ^al à une fonction de .r, identiquement égale à 

zéro, -7-) "TT; ^'<=-i seront nidles, et la condition rela- 
tive à une valeur de V = o sera fournie par la relation 
F{x, V)^o dont le terme indépendant de V devra s'a- 
néantir de lui-même. Deux, trois, etc. , solutions commu- 
nes donneront àF(a:, V) ^o deux, trois racines nulles. 
Ce procédé est très-long dans l'application; il est intéres- 
sant en ce qu'il établit une analogie de plus entre les 
équations algébriques et les équations différentielles. 



NOTB SUR LIS CONGItUENGRS; 

PA.K M. LEBESGUE, 

Professeur k la FarulU> dp BonlcBui. 



Ou emploie quelquefois les expressions 

^ = c (raoA.p), ^^^ {mud./j}, 
sans bien les (léliuir; ce qui laisse quelque obscurité. 
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Uiiu fraciion r, dont le dénominateur est premier à p^ 

est dite congrue au nombre c pour le module p, quand 

on peut poser — ■-— = c, le nombre h étant entier. 

Comme il suit de là que l'on a 

bcg—a^pk ou bcisa (taoA. p], 
on dira qu'un nombre et une fraction sont congrus , sui- 
vant le module^, quand leur difTérence a un numérateur 
divisible par p \ ou bien encore, quand, en réduisant l'en- 
tier et ta fraction au même dénominateur, on trouve des 
expressions fractionnaires dont les numérateurs sont 
congrus suivant le module donné. 

Cette définition s'étendra h, deux fractions t' ^) dont 
les dénominateurs &, d sont premiers à p \ elles seront 
congrues suivant le module p, si les fractions t-j) -fl ^"^ 
telles, que l'on ait 

a/i^be (aiod. p) ou ad — bc^o (mod. p). 
Cela posé , voici quelques théorèmes très-simples : 
Théorème 1. Les fractions équivalentes -^, , ^ï---i 

ayant pour expression réduite (irréductible) ^i sont 

congrues, suivant le module p (premier à (5), A un même 
nombre l- 
Soit 

'^ = , » .=„_„. 

cette équation fera coniiaiirc les entiers ^ et c, el Ion aura 
1^5 (mod./-). 
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Comme 

il en résultera 

A étant entier; de là 

ta = A^i—piv OH a = l,^ — p{/^v], 
ce qui donne 

^sï (mod./i). 
On trouverait de même 



Théorème II. Si les fractions j, - sont congnies 
suivant le module p premier à b et à d, elles seront 
congrues à un même nombre suivant le module p. 

L'expression 

f-i(n,od.,), 
revenant à 

adasbe (mod. p), 
on a 

ad — bc^o {moA. p); 

on transformera ia congnience par l'addition de 

- bd^ + bdi = o. 
On a ainsi 

d{a — bi)~b{c~d\)^0 [mùA.p). 
Si l'on détermine \, de sorte cjue l'on ait 
nasmb^ (mod./)], 
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on eiicoit' 

puisque a — A ^ est divisible par p, c — d^ le scia aussi; 
donc 

c^d\ (mod.y;], 



»î [moA.p). 



Ainsi les deux fractions soûl congrues au même nombre ^. 
Ou voit que, dans ces deux théorèmes, il serait dés- 
avantageux de remplacer les mots congruence, congrue 
par cffuivalence, é(juivalent. Peut-être vaut-il mieux, 
dans tous ies cas, s'en tenir aux expressions employées 
par M. Gauss. 



ANNOPICBS {"). 

Traité élémentaire d'Algèbre, avec un grand nombre 
d'exercices ; suivi des solutions de ces exercices : par 
M. Joseph Bertrand^ mattrc de conférences à l'École 
normale supérieure. In-S" de 4o4 pBgcs. Paris, i85o. 

Elëubhts d'Arithmétique exposés sans lb sscoors de 
l' Algèbre; par M. E.-A. 7'amiis/', docteur es sciences 
mathématiques. In -8° de 444 psges. Paris, i85o. 
Ou rendra compte de ces deux Ouvrages. 

[-] Tans les o 
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théor£me de mac-uurin 

SflT Ici tmAti ilg^rifiei plues ; el uisiqgncei gi*actriqi« di 
Âéer^e uiljtiqu k i. Janbi. 



i. TatOKiMY.. Soit wie courbe algébrique de degi-é n i 
par un point P, pris dans le plan de la courbe, on mène 
une première sécante, coupant la courbe en n points Ai , 
A,, Ai,..-, A„; et, parle même point P, une seconde 
sécante, coupant la courbe en n points a,, ax, n,,..., a„; 
par les points A, , Ai,.'î A„, menant des tangentes à 
la courbe, qui coupent la seconde sécante en n points «i, 
«1,..., a„; le centre de moyenne harmonique de ces 
n points, par rapport à P, est le même que celui des 
n points u,, a,,..., a„, par rapport au même point P. 

Démonstration. Prenons le point a, pour origine, 
a, P pour axe des x , PA„ pour axe des jr ; si l'on conçoit 
que ce dernier axe se meuve parallèlement à luî-mème, 
le point P resUnt sur l'axe des x, le rapport multiple 
PAi.PA,...PA„ 
P*i,.P<i,...Pa, 
reste constant. ( Théorème de Newton. ) 

Désignant ce rapport par K , on a 

PA,.PA,...PA. = K(Pa,.Pa,. . -Pa.); 

prenant les logarithmes el ensuite les diÉTérentielles , 
on a 

I rf.PAi rf.PA, rf.PA. 

PA, ■*■ PA, "^^ ■■^"PÂT 



0) 



Pfl. 
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la valeur conuue ^e la sous- tangente donne 
PA.rf.Pa. _ PA,d.Pa, 

'~ rf.PA, ' "'" rf.PA, '' 
et de là 

rf.PA, _ rf.Pfl. rf.PA, _ rf.Pfl„ 
PA, ~ Pa, ' PA, ~ Pa, '■ 

Substituant dans l'équation (i), on obtient 



car on a évidemment 

d.Pa, = d.Pa, = d.Pa,,.... 

Faisant tourner la première sécante autour du point P, 
le second membre ne change pas ; donc le premier reste 
constant; et, lorsque la première sécante se confond 
avec la seconde, on a 

P^"^?^"^ " ■^P^~P^''"P^"^-""'"P^' 
C. Q. F. D. 

Observation. Telle est la démonstration directe de 
Mac-Lanrin, fondée sur la géométrie différentielle. La mé- 
thode projective fournit une démonstration immédiate. 
Si l'on projette à l'infini la droite PÂ, Af.. A„, les tan- 
gentes menées par les points At, A,,..., A„, deviennent 
des asymptotes, et l'on retombe sur le théorème de 
Newton (tome Vil, pages 385 et 42^). 

2. Considérations anafytiques . 

l'une do dqjié m et l'autre de diTgré n, étant les équa- 
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lions de deux courbes algébriques planes , ou a 
V I'' 



Les équalions ont mn solutions communes, coordon- 
nées des mn points d'intersection; les indices désignent 
des dérivées partielles, prises par rapport à la variable 
jointe à l'indice \ le signe sommatoire s'étend aux nin so- 
lutions communes \ et F est une fonction cjuelconquc 
w\. X ^ y d'un degré égal ou inférieur à m -J- " — 3 
(^voir tome VII, page 124). 

Soient les équations de deux droites 

ï et u sont des coordonnées courantes ;y (y), J' X, f'^)', 
<f' X ont des valeurs déterminées par les solutions com- 
munes aux deux équations; ^ et ç sont des fonctions en- 
tières rationnelles en x et y dont le degré ne doit pas 
dépasser le plus grand des deux nombres m — i,n — a ; 
les valeurs de ces fonctions sont déterminées par les 
mêmes solutions simultanées; en sorte qu'on a ainsi 
mn couples de droites. Il est d'ailleurs évident que chaque 
couple de droites est parallèle au couple de Ungcntes 
menées par un point d'intersection aux deux courbes. 
U et T étant les coordonnées du point d'intersection d'un 
système de ces droites , on a 

^j_ if'x—p'i'y ^_ p^'x — qfx ^ 

fy^'x—f'x^-y' f'rifx—f'xf'x' 

on a ainsi mn points d'intersection, et, d'après le 
théorème cité , 

2u=o, 2;t=,.. . 

Donc V origine des coordonnées est le point de mcyennedis- 
tancc des mn points d'intersection du système de droites. 
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Telle est rinlerpréution fçëométriquc du théorème de 



M 


. Jacobi. 
3. Faisoi 


is 














,(x, 


y\ 


i=j- 


-", 


fx = 


-«, 


i'y = 


on 


obtient 
















U 


= 


'f'r 


if'r 


, T = 


op. 


If' 



y t. 



1 faisant 7 =: 



Si , dans l'équation 

on remplace j^ par or, on a une équation de degré m 
en x; désignons-la par V; et, en remplaçant/ pr ax 

dans/"'/, l'expression a/'y +7'^ ^*' j~ ' donc 

■y t ^yJL = o, 

ilx 

ce qui ramène au théorème d'Euler (t. VU, p. 118). 

4. Application géométrique. La distance inverse du 
pied de la tangente i l'origine est exprimée par 

/■{') . 

:t: et / sont les coordonnées du point de contact. Soient 
Lx + M les deux derniers termes de l'équation f:= o ; 
en mettant dansyx, pour/ sa valeur ox, cette fonction 
de degré m — i a la forme 

Le dénominateur xj' t -i-yj'y , par le théorème sur les 
homogènes , se réduit à une fonction on x et »" de do- 
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grO m — I ; et , j' élanL remplacé par ax dans le dénomi- 
nateur, celui-ci prend la forme 

— m M + H, j: -h M,x' 4-. . --!- M—, -t*-' ; 
opérant la division, et s'arrêtant au premier terme dn 
quotient, on obtient 

xf'x+yfy mM '^ xfx^yfy 
et if x est une fonction entière de degré m — a ; rempla- 
çanty par or, on a 

2 J'x _ — L y H'') =~\- 
xfx-^yfr H '^Zàfx-^afy M ' 

car ifx est d'un degré inférieur au degré du dénomina^ 
leur, et le signe sommatoire s'étend à tous les points 
d'intersection de la sécante y — axz^o avec la courbe 
f(x,y) = o ; la somme des distances inverses des pieds 
des tangentes à l'origine est donc une quantité constantei 
c'est le théorème de Mac-Laurin , rapporté ci-dessus, car 



■ P^^P^ 



{voirai). 



Observation. Si l'on avait écrit anafytiguemenl le 
théorème géométrique de Mac-Laurin , on aurait obtenu 
tout de suite le théorème analytique d'Euler. Nouvel 
exemple de l'utilité de chercher dans la géométrie les in- 
dications de l'algèbre, dans celle-cî les indications de 
la géométrie. 

S. Soient 

/{x,y,z) = o, ^{x,r,z)=.o. ^{x,y,z) = o, 

les équations algébriques de trois surfaces de de^ré m . 
n, p-y ces surfaces ont mnp points en commun. Par 
chacun de ces points , menant un plan tangent à chacune 
des trois surfaces qui s'y rencontrent , on a mnp systèmes 
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de trois plans. Leurs directious sont déterminées par les 
dérivées/' (x), /'(>-),/'(«), ç'fj:),..., f {2), en pre- 
nant pour X, y, z les valeurs qu'elles ont aux points d'in- 
tersection. 

Soient maintenant les équations des trois plans 

«î (*)-*- 't\» -+-"?'(«) = y. . 

et l'on a mitp systèmes de trois semblables équations. 

U, T, V étant les coordonnées du point d'intersection 
des trois plans, on a 

Les croclieis indiquent des déterminants. 

Cbaque coordonnée est égale à une fraction dont le 
dénominateur commun est de degré /n-f-n-\-p — 3 ; 
si donc le numérateur est d'un degré ^al ou inférieur à 
(H •+- n -I- /* — 4 1 oiï S"""* 

car le théorème de M. Jacobi subsiste pour un nombre 
quelconque d'équations ( * } . L'interprétation géomé- 
trique est celle-ci : Chacun de ces mnp systèmes ternaires 
donne un point d'intersection^ le centre de moyenne 
dislance des mnp points est à Torigine des coordonnées. 
6. Faisons 

raisonnant comme ci-dessus , on trouve 



^»/'. 



»/'» + B/'j- + C/'. 



(') La géomélris en renfi 
un monde i mille dlmerMii 
1p mundc apparaît sous pluM 



by Google 



( 446) 
p étaDi une fonclîoii <lc d^ré m — i ou moindre, A , B , 
C des constantes, fonctions de a, &, a, , fr,, et le terme 
sommatoire s'étend aux m points communs aux deux 
plans et à la surface /"^o; de là, en opérant comme 
ci-dessus , on obti^it ce tbéorème. 

THéORÈKE. Par un point fixe menant deux sécantes 
quelconques, rencontrant chacune en m points une sur- 
face de degré m; menant un plan tangent par chacun 
des m points d'intersection de la première sécante , ils 
coupent la seconde sécante en mn points dont le centre 
harmonique, pris par rapport au point Jixe , estconstant 
pour toutes les sécantes passant par l'ori^'ne , et, par 
conséquent, le même que le centre harmonique des m 
points d'intersection de la seconde sécante, pris par 
rapport au point fixe. 

C'est le théorème de Mac-Laurin, étendu aux surfaces, 
qui est d'ailleurs évident, en faisant passer un plan par 
les deux sécantes. 

Observation. Lorsque le point fixe s'éloigne à l'infini , 
le centre harmonique devient le centre de moyenne dis- 
tance, et le théorème prend un énoncé conforme à ce chan- 
gement de nom. 

NOTE HISTORIQUE SUR MAC-LAURm. 

Mac-Lanrin (Colin) est né à Kilmoddan (Ecosse) en 
1698 (*). A l'âge de 19 ans, il fut nommé professeur à 
Aberdeen, et à 21 ans il publia, sur la description orga- 
nique des courbes, un ouvrage qui étonna Newton. Dés 
lors , on voulait le nommer professeur à l'Université d'E- 
dimbourg; mais Grégory (Jacques) s'y opposa, parce que 

(') Mac veut dire SU. Cette cpilhéW entre dans la compoGÏIioa de« 
noms prupree chez les peuples sémitiques [ben] ; celtiques (Aer, mac), au 
remmenée ruent tin nom -, et thtj les peuples germaniques » la fin (jd*b). 
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cetlc nomination diminuait son traitement. Pour lever 
L-eiie difficulté, Newton se chargea de payer les hono- 
raires du jeune professeur, et Mac-Laurin fut nommé. Il 
a composé des ouvrages qui ont immortalisé son nom , 
mais dont plusieurs ne purent être publiés qu'après sa 
mort. Lors de l'invasion du /^rét^Wont en Ecosse, il fut 
chargé, en 174^ , de fortifier la ville d'Edimbourg, et les 
partisans d'Edouard s'élant emparés de la ville, Mac-Lau- 
rin fut obligé de se sauver. Les fatigues et les tribulations 
altérèrent sa santé, et il mourut le i4 juin 174^, âgé de 
48 «n.. 

LISTE nB SBS OVVHAGES. 

1. Geometrica organica, sive Descriptio Imearum 
ciavarum univertaUs; auctore Colino Mac-Laurin, ma- 
theseos in collegio novo ^bredonensi prof essore, et reg. 
Soc. soc. Londini, MDCCXX, de i4o pages in-4'*' 

Louvrage est dédié à Newton , qui a accordé la per- 
mission d'imprimer le 12 novembre 1719; nous donne- 
rons une analyse de cet ouvrage remarquable où nos géo- 
mètres ont lai^ment puisé. 

2. Traité desjluxions. Edimbourg, 1748; in-4''. On y 
trouve la série qui porte son nom, et des applications 
de mécanique rationnelle d'une grande fécondité. Il me 
semble que c'est là qu'on fait usage , pour la première 
fois, de la décomposition des forces accélératrices suivant 
trois axes rectangulaires, dont l'usage est devenu si uni- 
versel. On y trouve aussi le célèbre théorème sur l'at- 
traction d'un ellipsoïde sur un point placé à l'extrémité 
d'un axe principal , et toujours par la géométrie diffé- 
rentielle, à l'instar de JN'ewton. 

Cet ouvrage a été traduit en français, 

3. Exposition des découvertes philosophiques de 
Newton; Lond. , 174S; in-8°, et traduit en français par 
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Lavirolte; Paris, iJ^Si i"-4"i eicu iatiii par le père FalK, 
jésuite; Vienne, 1761 , iii-4''- 

i. A Treatise ofAlgebra in three parts, containing : 

1°. Thefundamentalrulesand opérations; 

Q.". The cbmposàion and resolution of équations oj 
aUdegrees; and the différent affections of their roots ; 

3°. The implication ofalgebra andgeometry ta eack 
other io \vich is added an Appendix conceming the 
gênerai properties of geometrical Unes. In-S" de Soa 
pages. 

Ce volume d' œuvres posthumes a eu plusieurs éditions; 
la quatrième est de 1779. Les deux premières parties oat 
été composées pour servir de commealaire à l'Arithmé- 
tique universelle de Ncvrton. La première partie coatient 
des idées extrêmement claires sur les quantités négatives. 
On y lit que l'égalité algébrique ne consiste pas seule- 
ment dans la quantité, mais aussi dans lu qualité indi- 
quée par les signes. Cela revient à dire que les signes sont 
des adjectifs. 

La troisième partie renferme la construction des courhes 
en général, puis celle des coniques, leurs principales 
propriétés et leurs usages pour la construction des équa- 
tions quadratiques et bi-quadra tiques. Hormis les pro- 
priétés focales qui sont omises , on a ici , en 6S pages , ce 
qui est délayé ailleurs en 5oo pages. Cette troisième par- 
tie, écrite en anglais ainsi que les deux premières parties, 
sert de préparation à l'Appendice qui est en latin, sous ce 
litre; 

5. Appendix de linearum geometricarum proprieta- 
tibus generalibus tractatus, en 63 pages. Analysant cet 
opuscule, un géomètre d'une compétence incontestable 
dit que cet ouvrage est d'une élégance et d'une précision 
admirables {Aperçu historique sur l'origine et le déve- 
loppement des méthodes, page 146). Mac-Laurinaétécii- 
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gagé à se livrer à des méditations sur les propriétés des 
cercles en général par la dissertation de Newton sur les 
courbes du troisième ordre, premier pas dans ce genre de 
recherches, et par un théorème général sur ces mêmes 
courbes, trouvé par Cotes et communiqué par Robert 
Smitb. L'opuscule est divisé en trois sections. 

La première section contient quatre théorèmes. Le 
premier théorème est celui qui est énoncé ci-dessus. Les 
deux antres théorèmes concernent les cercles et les rayons 
de courbure ; nous y reviendrons. Le quatrième théorème 
estla collinéation ou situation en ligne droite ries centres 
des nutyennei harmoniques. C'est une généralisation d'un 
théorème de Cotes sur les lignes du troisième ordre. L'ex- 
pression moyenne harmonique est de Mac-Laurin. L'ap- 
pellation de centre de moyenne harmcmique a été intro- 
duite par M. Poncelet (*). 

La deuxième section est consacrée à des propriétés seg- 
menlaires dans les sections coniques , et la troisième con- 
tient vingt-quatre propositions sur les lignes du troisième 
ordre. La principale est celle-ci : Lorsqu'un quadrilatère 
est inscrit dans une courbe du troisième ordre et que l'in- 
tersection des côtés opposés est aussi sur cette courbe, 
alors les tangentes menées par deux sommets opposés 
se coupent sur la courbe. C'est la huitième proposition. 

ti. Fragment d'un Mémoire servant de supplément à la 
Géométrie organique. Kcrit en France en 1721 , adressé 
à la Société royale en i^Sa, est inséré dans les Transac- 
tions philosophiques de 1735. On y trouve le théorème 
général suivant. 

l'iiÉOKÉME. Si un pofygone déforme variable se meut 

(') lournal de M. Crellc, laine III, pages iiS-};!, i%i9; en Tranfiii. 
Ce Mémoire, qui n'u p»rq qu'à fÉlnineer, esl presque inconnu tn France. 
Nous le reproduirons dans ce Rectii'il. 91 l'illiii^lrc gOimiclie nmifi l'ii 
donne l'uiitorisatioD. 

Aan. Je Maihimat.. t. IX. (IMcetubre iHr^o.) a<) 



by Google 



(45o) 
de manière que tous ses côtés passent respectivement 
yarautant de points fixes donnés, et çuetous sessom- 
mets, moins un, pajvourent des courbes géométmjues des 
degrés m, n, p, ç,...,le sommet libre engendrera une 
courbe de degré a mnpq ..., qui se réduit au degré 
sous-double mnpq . .., quand tous les points fixes sont 
en ligne droite. 

On lit(iaoHr^/>emi hstorique {page i5o) : «Si toutes 
u les ligaes directrices sont droites, le sommet libre du 
1) polygone cngendrt^cstuiie conique; et si lepoljgoneest 
>i iiQ triangle , le théorème n'est autre qnc l'hexagramme 
» de Pascal. Ce théorème avait déjà été donué par Newton, 
M pour le cas où l'un des trois points par où doivent pas- 
» ser les trois cùtés du triaugle mobile était situé à l'în- 
» fîui (lemme âO, I" liv. ; Principes). Mais c'est à Mac- 
u LaurÎD qu'on doit son énoncé général , et d'avoir aperçu 
n dans ce mode de description des coniques , le beau théo* 
Il rème qui éuît alors ignoré; VEssai sur les coniques, 
41 qui en contient l'énoncé, n'ayant été retrouvé qu'en 
M 1779) P^*" ^'^^ soins de M. l'abbé Bossut. » 

M, Poncclet a donné cette 1>elle et simple démonstra- 
tion du théorème de Mac-Laurin : 

Soient m,, m^, mg , . . . , m, les directrices données , de 
degrés m, ,mi,. .. ,m„\pi, pt, ^ivi/'i>+i désignant les 
pâles, pointe fixes. La droite qui passe par^, rencontre la 
directrice 'ft, en mi points; ainsi un faisceau de tr, droites 
passe par le pôle m^ \ ce faisceau coupe la directrice rn, en 
miKit points; un faisceau de m, nii droites passe donc par 
lo pôle mi , et ainsi de suite : de sorte que, par le dernier 
pôle p^, , passe un faisceau de m, nh . . . m„ droites qui 
coupent la droite qu'on a menée primitivement par pi en 
autant de points qui appartiennent à la courbe décrite par 
le sommet libre. Maisenmenant la di'oitc/>i p,^, et faisant 
les construrtions i'i rebours, on obtient m, mtrn,... m„ 
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droitesqnirencontrentlapremièrodroite au même point/?,; 
donc ce point est un point multiple de l'ordre /n, m,. . . ni„ : 
par conséquent, tontes les transversales passant parp, cou- 
pent la courbe décrite par le point libre en a m, m, . . . m„ 
points; <ionc cette courbe est du degré marque par ce 
produit. Mais si tous les pôles sont sur une même droite, le 
faisceaudonnë parla dernière construction se rcduitàcctie 
droite ; les pôles pi et p^i deviennent des points conju- 
gués , et le degré de la courbe se réduit à moitié. ( Traité 
fies propriétés projectives, § SSg, page 332; i8aa) (*). 



SUR LES PROPmËTÉS ATTRACTIVES VM POLYGONB; 
d'apkAs m. le FKovBssmnB JOACHIHSTHAL (FitBDiirAnD). 



Observation. On suppose la loi newlonienne d'at- 
traction, et l'on prend pour unité de force attractive, 
l'attraction qu'exerce l'unité de masse à l'unité de dis- 
tance. Tontes les dimensions sont évaluées en cette unité 
de distance. 

1. TaÈORkw. La base d'ttn triangle exerce sur ie som- 
met opposé la même force attractive que l'arc de cercle 
intercepté entre les deux côtés, décrit du sommet comme 
centie avec un rayon égal à la distance d-u sommet à 
la base. 

Démonstration. Scnent ABC un triangle, AB la base 

(*; Cet ouTPago remirqnable , trÈs-Mre, trt»-cher, trte-groa, ne serti 
prolinblemcnt jamaii réimprimé. lin Comprndiuin bien hil abUendrail un 
grand anccéi. De lela tmriui, a'Ili étalent enconriig^s par le gauTcme- 
ment > nifriraienl k nos jeune* agités un emploi de tempi plai utile que 
dana Véieratlte composition de Truites illémrnlaires dont le besoin ne M 
fait aunTeni Mnlir qu'aux autenrs. 
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et C le sommet; CD la perpendiculaire abaissée ttn 
sotnmet sur la base AG. Du point C comme renti'e, 
liécrivons un arc de cercle intercepté entre les deux côt& 
CA, CB. Menons les rayons très-rapprochés Ce, Cf, et 
prolongeons-les respectivement jusqu'à la base en E et F; 
du point C comme centre, et avec le rayon CE, décrivons 
le petit arc de cercle EK , rencontrant CF prolongé en K. 
L'élément EF de la base exerce sur le sommet C une at- 
traction^ (ce rapport multiplie l'unité de force); l'é- 
CE 

lément ef de l'arc exerce l'attraction ^,: il s'agit de 

Ce 
prouver l'égalité de ces deux rapports. Divisant le pre- 
mier rapport par le second , on obtient 



Cc.EF _Cc.CD.EF_CE CD EF _ 
Ci'.ef 



f/.CE" ; EK CE' 



Or CD . EF est le double de l'aire élémenuire CEF; 
CE.EK est le double de l'aire du secteur élémenuire 
CEK : ces deux aires ne diffèrent que de l'aire EFK, itt- 
Uniment petit du second ordre. Ainsi le rapport géomé- 
trique de ces aires est ^al à l'unité; donc les rapports p=-, 

et j^ sont égaux ; donc , etc . 

Cp 

Si Théobeme. Les attractions qu'exerce le périmètre 
d'un polygame convexe circonscrit à un cercle sur le 
centre de ce cercle, se détruisent. 

Démonstration. C'est un corollaire du tbéorème pré- 
cédent. L'attraction du périmètre est la même que celle 
de la circonférence entière snr le centre. 

3. Lemme. La distance du centre de gravité d'un arc 
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de cercle au centri; , est uue quatrième propoi liounelle h 
l'arc , au rayon et à la corde. 

4. Théorème. L'attraction exercée par un arc de cercle 
sur le centre est égale à la corde divisée par le carré du 
rayon. 

Démonstration. Fixons au centre l'origine des coor- 
données rectangulaires, et prenons pour axe des a: le 
rayon qui passe par le milieu de l'arc. En décomposant 
chaque force attractive en deux forces , l'une agissant sui- 
vant l'axe des x, et l'autre perpendiculairement à cet 
axe, il eat évident que le dernier système de forces est 
nul. ds étant l'élément de l'arc, la force attractive exer- 
cée par cet élément est—; la composante suivant l'axe 

des X est — —: la somme de ces forces est doac — S-xds. 

Or Sxds est égal à l'arc total multiplié par la distance de 
son centre de gravité au centre , ou, d'après le lemme , au 
rayon multiplié par la corde ; donc la force attractive to- 
tale est égale à la corde divisée par le carré du rayon. 

Corollaire 1 . Soient r le rayon , f l'angle formé par les 
deux rayons qui vont aux extrémités de l'arc ; la force at- 



Corollairei. Soit un polygone convexe, inscrit dans 
une circonférence f abaissons du centre des perpendicu- 
laires sur toutes les cordes, et portons sur chaque per- 
pendiculaire, et suivant sa direction, une longueur égale 
à la corde respective. Si ces longueurs représentent, en 
grandeur et en direction, un système de forces, il est en 
équilibre; car, en vertu du théorème, ce système apour 
résultante l'attraction de la circonférence sur le centre. Ce 
résultat est aussi évident par une autre considération, lin 
système de forces , représentées en grandeur et en direction 
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parles c6lés du polygone , se réduit àunconple. Donc ces 
forces, traDsporiécsparalièlement à elles-mêmes au centre, 
se font étjuilibrc. Faisant faire au système un qiuvt de ré- 
volution, l'équilibre subsistera toujours, et les forces 
devienuent perpendiculaires aux cordes respectives. 

Observation. A l'aide du théorème 1 , on peut trouver 
l'attraction d'un polygone plan sur un point silué dans 
son plan. 

Le théorème 1 est extrait du Jownal de MathÀma- 
ttfuej de Dublin et Cambridge, édité par M. W. Thom- 
son; février i848, page 94- L'éditeur dit que ce théo- 
rème, énoncé par M. loachimsthal , se trouve d^à dans 
la Dynamique de Earnshawj mais le théorème 2, restreint 
au triangle, est de M. Joacliimsthal . 



C4LBNMHIR N L'IiNlVBR&ITE H MtBLM POGR L'iUfflEE 1 8S0 , 
mPRmÉ A SUBLIK 



Chaqueannée cette célèbre Univers) lé publie un Co/en- 
(iraer destiné à enregistrer les travaux de l'année (**). Le 
Calendrier est divisé en deux parties : la première, pagi- 

(') Od lit aiec un vif iotértl un Mémoira sur l'UniTcnité d'Oitord, 
par H. Lorrain, aDcien recteur. Il etX tenniné par dei ooDcIiuion* Irèi- 
remarquablea et qui leninl piisra en haute ooDsldèraMon lonqae la I«gi*- 
Uture s'occupera d'autre chase que d'établir une manufaobira d'UHMM 
tantôt pour , tantôt contre l'Univereité , et que le but principal serk l'Mb- 
cation et non dea bablolei hiérarcbtques { Momttar, ï3, i4i >S 't 17 «ep- 
lembre tVto). 

(") La collection, à partir de iB33, est ou vente à Dublin ohei 
MM. Uodgei et Smith, libraire* de l'Univenité. Le> lecondea parliw , 
ptirement acienlillquoi, se vendent ausii à part. 
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Weviichill'i-vs arabes, contient la partie scx>lairc, histo- 
rique et administralire. Tout le gouvernement de l'Uni- 
versité est confié à on chef [provost] et à des fellows 
vétérans {senior J'ellmvs); il y en a 7 en i85o. Voici 
les divers ordres du Collège : 

1°. Le prévôt doit être ecclésiastiqne , docteur ou 
bachelier en théologie; 

3°. Les fello^vs sont tenus d'entrer dans les ordres, 
trois exceptés ; l'un médecin et les deuT autres juristes ,- 

3°. Les nobles et fils de nobles et baronnets; imma- 
trictJés sous le titre de nobilis.JUias nobilis et eques, ils 
sont autorisés à prendre le degré de bachelier es arts , per 
specialent gratiam. 11 parait qu'on n'accorde pas aux 
nobles de prendre les autres grades. Pourquoi pas? 

4°. Les docteurs dans les trois facultés, de théologie , 
de médecine et de droit; les bacheliers en théologie elles 
maîtres es arts. 

Ces quatre ordres sont de droit électeurs pour nommer 
les deux représentants de l'Université au parlement. 

5". Bacheliers en droit civil et en médecine et bache- 
liers es arts; 

6". Les fellows ordinaires {fellow commoners) ; ils 
mangent à la table des fellows (a") ; ce sont des inlernes; 

7°. Les étudiants [scho/ars), entretenus par des fon- 
dations ; 

8°. Les pensionnaires; 

g". Les sisars ont la table gratuite et une dispense 
, d'inscription, mais payent une i-étributiou annuelle. 

Voici le taux de cette rétribution annuelle : 

1". Nobles, 60"; 

a". Fellows ordinaires, 3o'' ; 

3", Pensionnaires, i5''; 
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4°. Sizars, 5'" i'*". 

Voici ce qu'on paye pour l'obteation des grades ; 

1°, Bachelier es arts : 

Noble, 6o"i 

Socius, 17" 5*''; 

PeDsionaaire , 8'' 17'''; 

2°. Maitre es arU, g'" 16"''} 

3°. Bachelier en médecine, 11'' iS""; 

4°- Docteur en médecine , aa"; 

5". Bachelier endroit, ii''i3'''; 

6". Docteur en droit, 22"; 

7". Bachelier en musique, 11" iS'*"; 

8°. Docteur en musique, aa'" ; 

9°. Bachelier en théologie, i3'' iS""; 

10" Docteur, 26''. 

Parmi les ouvrages classiques indiqués , on remarque : 

Les Élémenis d'Algèbre de Lacroix; 

Le Calcul différentiel et intégral de Lacroix; 

Le Mémoire de M. Chasles sur les cônes et conosphé- 
riçuesj 

Le Cours de Mécanique de M. Duhahbi. ; 

Les Éléments de Physique de M. Pouillet -, 

Et, pour l'Éthique, la P:fychologie As M. Cousin. 

Ondonneensuitelesnornsde tous les internes , de ceux 
qui ont obtenu des grades , des honneurs , des prix , etc. 

Cette partie contient 160 pages. 

La seconde partie, paginée en chiiTres romains, est 
intitulée : Unitvrsity examination papers. Ce sont les 
énoncés des questions d'examen oral qui ont été faites 
pour l'obtention dégrades, en diverses facultés. Ces ques- 
tions indiquent l'état de l'enseignement et permettent d'é- 
tablir des comparaisons qui, pour les mathématiques, 
autant qu'il m'est permis d'en juger, ne sont pas à notre 
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avantage. An delà de la mer, il y a esprit de progrès; 
renseignement suit la science. Chez nous, il règne un 
esprit stationnaire et souvent rétrograde (*). Pour pièce 
jiistïfîcalÎTe, nous commençons par donner les énoncés du 
cours de M. Ingram -, il porte pour inscription Courbes et 
surfaces. 

i". a. Si a;', j', z', x", y", z" sont les coordonnées 
tnlinéaires de deux points dans tm plan , x' ■+- y-ot^', 
y' + (y^, z' •+■ fxz" sont les coordonnées d'un point situé 
sur la droite qui joint les deux points. 

Obseivtuion. Dans la méthode des homogènes les 

coordonnées d'un point sont désignées par -, - ou, en 
abrégeant-, par x,y, z (voir tome VII, page i). 

b. Si nous substituons dans l'équation trilinéaire d'une- 
courbe, X -h lice, y +fiP, z + ^y, à la place de x, y, z, 
la condition que l'équatioD en (i ait deux racines égales 
est l'équation du faisceau de Ungentes k la courbe passant 
par le point a, j3, y. 

c. Appliquer cette méthode au faisceau tangentiel 

qu'on peut mener du point a , p , à l'ellipse -^ + ^ = i . 



(') L'année prochaine, Dieu aiiUnt, i 
lÉHalitte qu'oD veut donner pour bue à l'en se ignc ment ^ lyitéine dliel- 
vétius, déjà connu des Greci, qui )e repouuaient arec mépris, BOiu le 
nom , je croîs, de chrématisme. Ils idmettaient, au contraire, le principe 
généreui , déaintéressé , si conromie K la dignité humaine, du »/gi 
■çyiSit. L'Univenité a pour miaaiou de maintenir ce principe, dana les 
seioncea auui bien que dans l«s lettres. Corps Indépendant, elle n'obéit 
qa'è sea propres r^lements, el n'a pas d'ordres i recevoir de la secte 
D[i7jt<itre qui domine ailleurs et fait peser deapotiquement un acepire de 
Car sur les études, pour les comprimer, lea amener torcémenl à Bon 
niveau , et pour avilir le professorat théorique. L'Univenité n'est pas un 
couvent et encore moins une caserne. L'amputation tcrrilorÎDlQ de iSiâ 
n'est-ellfl pas auSlsamment douloureuse, fallait-il j ajouter une ampnta- 
tioD Intellectuelle? Pauvre Franct ! Otiavit, refirenl in mare It noifl^acius? 
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a". Un pointPûUDtpHs surrcUipsc, oa peut trouver 
sur la i:ourbe trois autres points A, B, C tels, que les 
trois cercles oaculateurs en ces points paâseut chacun par 
P; et les quatre poinU P, A, B, C SCMH sur une mfene 
circonférence. 

' 3°. Si deux triangles sont tellement situés dans le plan 
d'une conique, que dans chaque triangle un scraimct soit le 
pôle du côté opposé, relativement à la conique, les six 
sommets sont sur une même conique. 

4°. La portion d'une tangente à une conique, mobile 
entre deux tangentes fixes, sous-tend un angle constant tu 
d'un foyer de la conique. Déduire ce tliéorème de la pro- 
jection d'un rapport aiiliarmonique fourni par un quadri- 
latère circonscrit à une conique. 

5°. Une tangente mobile intercepte sut deux tangentes 
parallèles deux segments dont le rectangle est constant. 

6°. Soit l'équatioH d'une conique LM ^R', L, M, R 
sont des fonctions linéaires de x,jretn étant un coefficient 

numérique variable , soient ftL = R cl ( ^ — =^ j L ^ R 

les éqnationsde deux droites, A, B, C, D sont des constan- 
tes; chacune de ces droites est tangente à la conique; la 
corde qui réunit les points de contact a pour enveloppe une 
conique ayant un double contact avec la conique donnée. 

7°. a. Bu point d'inflexion d'une courbe du troisième 
degré , on peut mener trois tangentes à la cotu'be ; les trois 
points de contact sont sur une droite. 

b. Par un point d'inflexion on mène une transversale 
qui rencontre la courbe en deux points; à chacun de ces 
points on mène une tangente à la courbe; les deux tan- 
gentes coupent la courbe en deux points situés sur la même 
droite que dessus (a). 

â". a. Tous les hyperboloïdes à une nappe qui passent 
par les quatre cAtés d'un quadrilatère gauche ont leurs 
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ceiill'es situés sur la ligue droite qui joint les milieux des 
deux diagonales du quadrilatère. 

b. De là , étant données trois génératrices d'un même 
système d'un hyperboloïde à une nappe, on peut déter- 
miner le centre géométriquement. 

q". Deux cftnes étant circonscrits à une surface de ré- 
volution du second degré, le cône passant par une de 
leurs courbes d'intersection, et ayant son sommet à l'un 
des foyers de la surface , a pour lignes focales les deux 
droites menées de ce foyer aux sommets des deux cAnes. 

O. TBRQtIBM. 



BmiIS SUR II BINOMB IS KEWTON. 




a, y, X sont des quautités quelconques, réelles ou ima- 
ginaires. 

Faisous de même 



-+-G,_,a«-^'«— ' + G, 



(£-«+1) 



séries qu'on peut aussi écrire 

k = a!-i-Vtat-'x-\~ F,af"x'+... 

-(-F,_i<i/-'+'«^'-HF,fl/— 1"+..., 
B=:a'-l-G,«'-'* + G,a'-'x'+... 
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OD a la loi de formalion 

(..-m)F„ = (/-» + ».+.)>■ 

»iC.= (f-m+i;G.-,i 
d'où l'on déduit cette relation, 

. |-.F„G. = (/-» + m-n)F. G. 

I +{j_™+,)r,„F„. 

Multiplions la série A par la série R ; désignons la « 



>roduitc par C , et faisons 








on a 




/+ 


S = ' 






+ F, 


o*-' 


» + F, a'- 


ar'-t-.. 


+ T..,»' 


n+.^-l 


+ G, 




F,0. 
G, 








T.-, 


= F^ 


+ F„G, + F 


--.G,+ 


...+ F,G^,-f-G.- 


T, 


= F.+ F„0. + F._ 


G,+. 


+ F,G,^, 


+ G.. 



Dans ta relation (i) , faisons m égal successîv émeut à u, 
1, 2, 3, . . ., n, et remarquant que G« ^i et G_, = 0, 
on obtient 

'.F, = (/-n+.)F,_,, 
nF,_, G, = (/- n M- 2 ) F._,G, -f- g F._, , 
/.F,..,G, = (/-«H-3)F.^,G, + (f-i)F^,G,, 

»G.= (ff-/.+ .)G_; 
ajoutant ces équations membre à membre , on trouve 

nT. = (* — w-H 0T,_,. 
Ainsi , la série C a la même loi de formation que la sé- 
rie A , et on l'obtient en remplaçantypar_/"-f-g dans la 
série A ; c'est ce qu'on exprime en écrivant 
(a) C = A.B. 

Observation essentielle. L'équation (a) désigne purc- 



by Google 



(46. ) 
meut une identiiiî littéraire entre des séries et ne subsiste 
pas d'une manière absolue pour des valeurs niunériquas; 
c'est-à-dire que des valeurs numériques quelconques, 
attribuées à a,f, g, x et substittiées dans A, B, C, ne 
douueut pas C^ale au produit AB, même d'une manière 
approchée : cette dernière égalité ne subsiste que lorsque 
les séries A , B , C sont toutes trois convergentes. Cette 
condition en entraîne d'antres pour les valeurs numé- 



nquef 



et les renferme dans certaines lin 



Ohservation 11. Lorsque f f^i g sont des nombres en- 
tiers positifs, les séries A, B, C deviennent des poly- 
nômes d'un nombre 6ni de termes , et alors l'équation { a ) 
subsiste d'une manière absolue pour des valeurs numé- 
riques quelconques. 

3. Désignonsla série A par ^ [f) ; la relation (a) peut 
s'écrire ainsi ; 

et de là 

(5) f(/)T(/)T(/0. ■■?(/.) = ?(/+/+/>-•-■+/-) 

Observation. Cette démonstration de ta formule 
fondamenule (3) due à Euler est donnée par Wein- 
gartner {*) , d'après Hindenbourg. 

3. Fai!ons/=/i =/» = ..., on a 

(4) [?(/)]■ = ?{"/). 

n est un nombre essentiellement positif et entier. 

4. Posonsy"=i , alors 

t(/) = tC) = '' + '; 

donc 

relation qui démontre le binôme pour un exposant entier 
positif- 

;•) Lekrhachder eonAinatoriithtyi anairili, tome II, pific 3/| ; i8oi. 
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S. SohJ= -9 /> vl ç sont des nombres eutîers posi- 
tifs. Faiwu» " = y ; tlon 

Maïs, d'après le paragraphe précédent, 



['(f)]'=" 



Cela veut dire qtie si, dans la série A, on remplace/ 
par -t et qu'on multiplie cette série tj — i fois par elle- 
même , il ne reste qu'un nombre p-t-ide tenues donnés 

par {a-hx)''; la dernière équation peut s'écrire ainsi , 

(5) (,+.)i = ,(e): 

c'est le binôme pour le cas des exposants positifs frac- 
tionnaires. 
6. On a 

t(/)t(-/) = t(o) = '; 

donc 

,(-/) = ^- 

Donc, /étant une fraction rationnelle, on a 

,(_/) = {^ + ,)-/, 

binôme pour les exposants négatifs. 

Observation. Ainsi, si l'on fait sur le polynùmc 
{a + x)'' les mêmes opérations que pour l'extracLion de 
la racine d'indice ç, on obtient une série infinie dont la 
loi de formation est celle du binôme ; de mâmc , lorsqu'on 
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divise l'iuiiié par le polynôme (a + ;r)'', ou obtient la 
série <f{ — p). 

7. Problème, a, x étantdes quantités réelles et f une 
J'raction, ou un nombre rompu, dans quel cas la série A 
est-elle confergente? 

Solution. u„ désignant le n''"' terme , on a 

u. n + 1 à' 

Si n = » , ce rapport devient égal à ; cette série 

s'approche donc de la progression géométrique qnî a pour 
rapport (voir tome VU, page io8); elle est donc 

convergente si -< > » et alors (j; -H a)-'^ est la somme de 

la série; si x et a sont de même signe, cette somme est 
tantôt au-dessus, tantôt au-dessous de (x + a)-^; et si x 
et a sont de signes dilTérents , la somme reste constam- 
ment au-dessous de { x 4- ay-, si x =: a , la série devient 



.[, 



'). 



Siy est positif, la série est convei^ente pour toute va- 
leur dcj' comprise entre — i et -H <» , car on a alors 

si X := — a, alora la série devient 

série convergente pour toute valeur positive de/". Pour 
toute autre valeur de X, ajj", la série est divergente et n'a 
plus aunine somme. 
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mutât HiLiTiURE M u îikm. 



Il y a trois ans que nous signalions déjà un succès 
remarquable de cet établissement { voir tome VI , page ^3 ) . 
Trois élèves de dix -sept ans sur quatre, reçus à l'Ecole 
Polytechnique, dont le i" de la liste. Si celte anni^e 
nous n'avons pas k meotionner un succès aussi éclatant , 
cependant nous devons signaler avec empressement le 
résultat des concours de i85o. Un élève de dis-sept ans 
reçu le 44^ ^ l'Ecole Polytechnique , et neuf élèves sur 
douze admis à l'École de Saint-Cyr ; ce qui est, du resre, 
le but spécial du Collège de la Flèche. Tous ces Jeunes 
gens ont de dix-sept à dix-huit ans , e'esl-à-dire sont les 
plus jeunes du concours. Si nous citons ce^ faits avec 
plaisir, c'est qu'ils nous semblent répondre victorieuse- 
ment aux ennemis et aux détracteurs de ce grand éta- 
blissement national., où la patrie reconnaissante ré- 
compense les services et le sang versé des pères, en la 
personne de leurs enfants. Pourquoi toujours démolir? 



ANNONCES (*). 

Traité de Trigonométrie; par M. J.-A. Serret, exa- 
minateur pour l'admission à l'Ecole Polytechnique; 
in-8" de 224 pages; i85o. 
P4ous en rendrons compte. 

\rj ie Utihi. 
% Augnslins , 
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' + 3*'. 
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Puge». 
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